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3 Enseignements
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professeur a` l’universite´ Pierre et Marie Curie. J’ai e´galement assure´ un pre´ceptorat en
optique a` l’ESPCI sous la responsabilite´ de Claude Boccara (anne´e 1992-1993).
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physique et de sciences physiques. Au moment ou` j’ai e´te´ nomme´ a` ce poste, l’universite´
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TP de propagation 2000-2002
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7 English summary
In this manuscript, I present the research work I carried out after the PhD thesis that
I defended in 1992. There are two main parts. The ﬁrst one concerns the experimental
work and the second part the theoretical work.
From 1992 to 1993, I had a post-doc position at the BNM/LPTF in Paris in the optical
frequency measurement group of Andre´ Clairon to work on a new frequency standard
around 780 nm. In september 1993, I became a lecturer at the Universite´ d’Evry Val
d’Essonne with a research position at the Kastler Brossel Laboratory. I worked during 2
years on a PAH (polycyclic aromatic hydrocarbons) spectroscopy experiment with Nicolas
Billy (see section (2)). At the beginning of 1995, we decided to stop this experiment.
I then decided to come back to BNM/LPTF to work on the absolute frequency mea-
surement of the rubidium two-photon transition frequency standard at 778 nm (Rb/2ν)
that took place at the beginning of 1996 (see section (1.1.1)). I then studied the metro-
logical feature of the Rb/2ν (see section (1.1.2)). At the same time, I implemented and
then run, at the BNM/LPTF, a part of the frequency chain developped at the LKB by
the group of F. Biraben to measure the 2S → 12D transition frequencies in hydrogen (see
section (1.2)). (The two laboratories are linked by two optical ﬁbers).
In september 1997, I joined the group of Dominique Delande at the LKB together with
Nicolas Billy. During the past ﬁve years, I worked on the quantum three body Coulomb
problem. More precisely, I ﬁrst calculated very accurately the H+2 molecular ion vibrational
energy levels and wave functions for total angular momenta J = 0 and 1 (see section (4)).
I then computed the two-photon transition probabilities between the J = 0 states and I
predicted that such a transition should be observable (see section (4.5)). In the last part
of this manuscript, I brieﬂy analyse how a spectroscopy experiment on H+2 could give a
new accurate determination of the proton to electron mass ratio. This experiment is now
in progress in Evry.
I have also applied the quantum three body Coulomb calculations to the case of
the exotic molecular ions produced in muon or pion experiments (see section (4.6)). In
that case, for the experimentalists, the relevant states are the resonances above the ﬁrst
dissociation threshold.
Finally, during the last year, I developped a new description of the three body Coulomb
problem in two dimensions (see section (5)).
Although the theoretical and experimental works presented here can seem very dif-





En 1993, apre`s avoir soutenu ma the`se dans le domaine de l’optique quantique, j’ai
eu la chance de passer un an au BNM-LPTF, Laboratoire Primaire du Temps et des
Fre´quences situe´ a` l’observatoire de Paris. C’est la`, sous la direction d’Andre´ Clairon que
j’ai de´couvert un champ de recherche fascinant : la me´trologie des fre´quences optiques. Du-
rant cette anne´e, j’ai largement comple´te´ mes connaissances en physique expe´rimentale, et
j’ai surtout de´couvert combien la course a` l’exactitude dans les mesures est loin d’eˆtre une
activite´ re´barbative, mais est extreˆmement fe´de´ratrice pour la physique. En eﬀet, pour
progresser dans la de´termination d’une quantite´ physique, il est ne´cessaire d’optimiser a`
la fois les techniques expe´rimentales mises en oeuvre, et les approches the´oriques permet-
tant de de´pouiller les re´sultats. De 1995 a` 1997, de retour au BNM-LPTF apre`s avoir
travaille´ un an et demi sur une expe´rience de spectroscopie des ions PAH, j’ai participe´
avec beaucoup de plaisir a` l’aventure de la mesure de la fre´quence absolue d’un e´talon
secondaire de fre´quence dans le domaine optique, puis a` la caracte´risation me´trologique
de cet e´talon.
Ce travail acheve´, de´but 1997, j’ai naturellement choisi la plus me´trologique des pro-
positions de recherche que m’oﬀrait l’e´quipe de Dominique Delande au LKB, c’est a` dire
celle sur la spectroscopie a` haute re´solution de l’ion mole´culaire H+2 et son application a` la
de´termination du rapport de la masse du proton a` celle de l’e´lectron. J’ai alors de´couvert
un champ de recherches tout aussi fascinant que celui de la me´trologie des fre´quences op-
tiques : le proble`me a` trois corps en me´canique quantique. Obtenir par des calculs ab initio
des re´sultats d’inte´reˆt me´trologique oblige ici a` optimiser tant les approches analytiques
du proble`me que les moyens de calcul nume´rique mis en oeuvre.
Les deux grands the`mes de recherche que j’ai aborde´s, s’ils semblent e´loigne´s par
les me´thodes - expe´rimentales ou the´oriques - employe´es, sont en fait tre`s proches en
terme de de´marche de recherche puisqu’ils consistent tous les deux a` mettre en oeuvre
les meilleures techniques connues pour fournir un re´sultat avec le plus grand nombre de
chiﬀres signiﬁcatifs possible. Le ﬁl directeur de mes activite´s de recherche depuis 10 ans





1 Me´trologie des fre´quences optiques
Le travail expe´rimental que j’ai eﬀectue´ en 1992-1993 puis entre 1995 et 1997 au
BNM/LPTF s’inscrit dans le domaine des mesures de fre´quences optiques. Ce domaine
de recherche a connu de constants progre`s au cours des dernie`res de´cennies. Un re´cent
article de revue 1 du groupe de John L. Hall [1] de´crit les outils et les me´thodes mises en
oeuvre depuis les premie`res chaˆınes de mesure de fre´quences optiques dans l’infrarouge
lointain, jusqu’aux plus re´cents de´veloppements des mesures de fre´quences du domaine
visible qui mettent en oeuvre la technique des lasers femto-seconde a` modes bloque´s. La
chaˆıne de mesure de fre´quence de´veloppe´e au BNM/LPTF a permis de relier l’e´talon
primaire de fre´quence (horloge a` ce´sium) tout d’abord au domaine de l’infrarouge loin-
tain [2] puis au domaine visible. C’est ainsi qu’en 1992, cette chaˆıne a permis de mesurer la
fre´quence absolue d’un e´talon secondaire a` 473 THz (633 nm) base´ sur un laser a` he´lium-
ne´on stabilise´ sur une transition de l’iode [3]. Avec une incertitude de 5 kHz, soit 10−11 en
valeur relative, cette mesure pre´sentait un gain d’un facteur 10 en incertitude par rapport
aux re´sultats ante´rieurs. Elle a eu des re´percussions imme´diates en permettant d’ame´liorer
la de´termination de la constante de Rydberg par spectroscopie de l’hydroge`ne [4]. Cela
e´tant, deux constats se sont impose´s. Premie`rement, malgre´ le gain en pre´cision, l’incerti-
tude sur la fre´quence de l’e´talon HeNe/I2 restait la principale source d’incertitude sur le
Rydberg. Deuxie`mement, l’analyse des donne´es de la mesure a montre´ que l’incertitude
ﬁnale e´tait essentiellement lie´e a` la reproductibilite´ de l’e´talon HeNe/I2 lui-meˆme, et que
les performances potentielles de la chaˆıne de mesure e´taient bien meilleures.
L’ide´e de de´velopper un e´talon de fre´quence plus stable que HeNe/I2 et de fre´quence
mieux adapte´e a` la spectoscopie des raies de l’hydroge`ne s’est alors impose´e. Le choix
s’est naturellement porte´ sur un laser a` 778nm stabilise´ en fre´quence sur une transition a`
deux photons entre les niveaux 5S1/2 et 5D5/2 du rubidium. Cet e´talon est appele´ Rb/2ν
dans la suite. De retour au BNM/LPTF en 1995, j’ai participe´ a` la mesure de la fre´quence
absolue de cet e´talon, et j’ai ensuite analyse´ en de´tail ses performances me´trologiques.
Je rappelle ici le sens de cinq termes du vocabulaire de la me´trologie qui reviennent
souvent dans ce chapitre2 : exactitude, incertitude, stabilite´, re´pe´tabilite´ et reproductibi-
lite´. L’exactitude de´signe l’e´troitesse de l’accord entre le re´sultat d’un mesurage et d’une
valeur vraie du mesurande. L’incertitude de mesure est le parame`tre associe´ au re´sultat
d’un mesurage qui caracte´rise la dispersion des valeurs qui pourraient eˆtre raisonnable-
ment attribue´es au mesurande. Pour une grandeur physique quelconque, on attend d’un
e´talon qu’il fournisse une valeur de re´fe´rence qui ne varie pas au cours du temps, ni a` court
terme, ni a` long terme, et on attend e´galement que deux e´talons diﬀe´rents fournissent des
valeurs de re´fe´rence e´gales. La stabilite´ de l’e´talon mesure sa capacite´ a` de´livrer une va-
leur constante. L’outil mathe´matique utilise´ pour quantiﬁer la stabilite´ d’un e´talon est
la variance d’Allan σ(τ). Cet outil est particulie`rement bien de´crit dans la re´fe´rence [6].
1Cet article ne mentionne pas la chaˆıne de mesure de l’e´talon utilisant la transition a` deux photons
du rubidium dont il est question plus loin !
2Le vocabulaire employe´ n’est pas toujours conforme aux recommandations du guide oﬃciel du voca-
bulaire de me´trologie [5]. Les de´ﬁnitions de l’exactitude et de l’incertitude en sont directement issues.
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Sche´matiquement, la variance d’Allan σ(τ) d’un signal est la variance d’un e´chantillon de
valeurs moyennes du signal calcule´es sur des intervalles de temps de dure´e τ successifs.
Les variations de σ avec τ donnent de pre´cieux renseignements sur la nature statistique du
bruit aﬀectant le signal de´livre´ par l’e´talon. La re´pe´tabilite´ mesure la capacite´ de l’e´talon a`
de´livrer la meˆme valeur chaque fois qu’on l’utilise. Elle est lie´e a` la stabilite´ a` long terme.
La reproductibilite´ d’un type d’e´talon mesure l’e´cart entre les valeurs de´livre´es par deux
e´talons identiques.
1.1 L’e´talon secondaire Rb/2ν
L’e´talon Rb/2ν est inte´ressant du point de vue me´trologique. En eﬀet, les ca-
racte´ristiques physiques du rubidium et la technologie des diodes laser se conjuguent
pour permettre d’observer les transitions a` deux photons avec un fort rapport signal sur
bruit, garant d’une bonne stabilite´ et d’une bonne reproductibilite´ :
• Les transitions a` deux photons du rubidium peuvent eˆtre observe´es ”sur fond noir”
par ﬂuorescence a` 420 nm lors de la cascade 5D5/2 → 6P3/2 → 5S1/2, comme indique´
sur la ﬁgure (1).
• La pression de vapeur saturante du rubidium permet de travailler en cellule a` des
tempe´ratures de l’ordre de 100◦C.
• Les transitions sont suﬃsemment intenses pour eˆtre excite´es a` l’aide de diodes laser
de quelques mW [7].
• L’utilisation d’une cavite´ optique re´sonante permet de sonder les transitions avec
des faisceaux contre-propageants de ge´ome´trie parfaitement adapte´e pour supprimer
l’eﬀet Doppler du premier ordre, et obtenir des raies e´troites de largeur (500 kHz)










Fig. 1 – Sche´ma des niveaux implique´s dans la transition a` deux photons 5S → 5D du
rubidium, et la cascade de ﬂuorescence.
Trois e´talons de fre´quence (appele´s L1, L2 et KB) ont e´te´ de´veloppe´s dans le cadre d’une
collaboration entre le BNM/LPTF, le BNM/INM et le LKB a` partir de 1992. Ce travail
a permis d’e´tudier en de´tail la structure hyperﬁne des transitions [8], et d’e´valuer les
qualite´s me´trologiques des e´talons. En paralle`le, le BNM/LPTF a de´veloppe´ une chaˆıne
de mesure pour de´terminer la fre´quence des trois e´talons secondaires par rapport a` la
fre´quence connue d’un laser a` CO2 stabilise´ sur une transition de la mole´cule OsO4. Ce
travail a fait l’objet de la the`se de Driss Touahri [9].
Mon travail autour de l’e´talon secondaire de fre´quence reveˆt deux aspects. Dans un
premier temps, j’ai participe´ a` la mesure des fre´quences des trois e´talons. Dans un second
temps, j’ai caracte´rise´ de manie`re de´taille´e leurs performances me´trologiques.
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1.1.1 La mesure de la fre´quence de l’e´talon
La fre´quence de l’e´talon Rb/2ν, dans la gamme des 385 THz est proche de la treizie`me
harmonique de la fre´quence d’e´mission d’un laser a` CO2 ope´rant sur la raie R(42) a`
29.6 THz. Le principe de la mesure [10] s’appuie sur l’e´galite´ 13 = 4×3+1 : La fre´quence
νR du laser a` CO2 sur la raie R(42) est ﬁxe´e par asservissement en phase sur un laser de
re´fe´rence dont la fre´quence absolue est connue : le laser CO2 stabilise´ sur une raie de la
mole´cule OsO4. De la`, on mesure la fre´quence d’un laser a` centres colore´s oscillant aux
environs de 4νR a` 118.4 THz (2.53µm) par battement avec l’harmonique 4 du laser CO2.
Le me´langeur non line´aire qui permet d’observer ce battement est une diode MIM (me´tal-
isolant-me´tal). A l’aide d’un diviseur de fre´quence par 3, la fre´quence d’une diode laser
a` 842.9 nm (12νR ≈ 355.7 THz) est compare´e par battements a` celle du laser a` centres
colore´s. On synthe´tise ainsi l’harmonique 12 du laser a` CO2 de de´part. L’harmonique 13 est
obtenue en sommant dans un cristal non line´aire le laser CO2 et le laser a` 842.9 nm. L’onde
ge´ne´re´e permet de mesurer par battement la fre´quence d’une diode laser a` 778.065 nm
(385.305 THz). Il reste alors a` mesurer un battement a` 20 GHz entre ce dernier laser et
les e´talons Rb/2ν pour de´terminer leur fre´quence absolue. Le premier article inse´re´ [10]
contient le sche´ma de l’expe´rience.
Le de´veloppement de l’e´talon Rb/2ν et de la chaˆıne de mesure sont des travaux aux-
quels plus de 10 chercheurs ont participe´. J’y ai contribue´ en trois points :
• En 1993, avec Driss Touahri, j’ai conc¸u la cavite´ de haute ﬁnesse et l’asservissement
e´lectronique [11] qui permettent de stabiliser les deux lasers a` 852.9 nm et 778.06 nm,
et d’en re´duire les largeurs de raie.
• Au cours de l’automne 1995, j’ai mis en place le syste`me de de´modulation et de
mesure des fre´quences de battement, ainsi que le syste`me d’acquisition des donne´es.
Il utilise huit compteurs de fre´quence synchronise´s a` mieux qu’une microseconde
pre`s. Cela permet d’assurer des erreurs de comptage infe´rieures au Hertz, meˆme si
les fre´quences de battement de´rivent de plusieurs MHz/s.
• Enﬁn, j’ai appris a` maˆıtriser les diﬀe´rents maillons de la chaˆıne pour eˆtre
ope´rationnel le jour de la mesure.
Six battements de fre´quence interviennent donc pour relier la fre´quence d’un des
e´talons Rb/2ν a` celle du laser a` CO2 de re´fe´rence. Deux autres battements permettent de
relier les trois e´talons entre eux. Nous avons choisi de mesurer l’ensemble des battements
de manie`re synchrone. Une me´thode alternative consiste a` utiliser tous les battements
sauf un pour re´aliser des asservissements en phase des lasers les uns sur les autres avec
des e´carts de fre´quence connus, et de n’utiliser qu’un seul comptage de battement pour
relier la re´fe´rence a` l’e´talon qu’on souhaite mesurer. Cette me´thode e´le´gante sur le papier
n’a pas e´te´ retenue car la de´faillance d’un laser peut provoquer le de´crochement en chaˆıne
des autres.
Chacun des maillons de la chaˆıne de fre´quence utilise des techniques d’optique non
line´aire et de battement de fre´quence bien maitrise´es. Le seul point re´ellement de´licat
est le me´lange harmonique d’ordre 5 entre le laser a` CO2 et le laser a` centres colore´s
re´alise´ dans la diode MIM, a` cause de la grande fragilite´ du de´tecteur. La diﬃculte´ de
l’expe´rience est de re´ussir a` faire fonctionner l’ensemble des maillons simultane´ment (11
lasers, 9 battements, plus de 15 asservissements). Apre`s que chaque e´tape ait fonctionne´
individuellement, plus de six mois de mise au point ont e´te´ ne´cessaires pour parvenir,
en janvier 1996, a` faire fonctionner la chaˆıne pendant des laps de temps de 17 a` 500 s,
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totalisant, sur 2 journe´es, plus de quatre heures de mesure.
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Fig. 2 – Re´sultats des diﬀe´rentes mesures de la fre´quence de l’e´talon Rb/2ν. Les nume´ros
renvoient aux donne´es de la table (2).
Date e´talon fre´quence ν (kHz) ∆ν (kHz) ref.
1996 L1 385 285 142 377.60 0.169 1 [10]
L2 385 285 142 378.73 0.262 2
KB 385 285 142 377.82 0.143 3
moyenne 385 285 142 378.25 2 4
1997 CIPM 385 285 142 378. 5 5 [12]
1998 L1 385 285 142 376.47 0.169 6 [13]
L2 385 285 142 377.60 0.262 7
KB 385 285 142 376.69 0.143 8
moyenne 385 285 142 377.12 2 9
2000 Hall Ti :Sa 385 285 142 374.8 3 10 [14]
Hall DL 385 285 142 372.5 3 11
2000 Madej 385 285 142 372.25 5 12 [15]
2002 LT 385 285 142 373.5 1 13
L2 385 285 142 378.703 1 14 [16]
Tab. 2 – Fre´quence des diﬀe´rents e´talons Rb/2ν qui ont e´te´ mesure´es, avec les incerti-
tudes. Les points correspondants sont porte´s sur la ﬁgure (2).
La ﬁgure (2) pre´sente les re´sultats des mesures successives des diﬀe´rents e´talons Rb/2ν
qui ont e´te´ construits dans le monde. En 1996, nous avons de´termine´ les fre´quences de L1,
L2 et KB avec une incertitude de l’ordre de 300 Hz, lie´e a` la re´pe´tabilite´ individuelle des
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e´talons. Les e´carts de fre´quence entre deux e´talons (qui permettent d’estimer la repro-
ductibilite´ des syste`mes) sont notablement plus grands, de l’ordre du kHz. La fre´quence
”moyenne” des trois e´talons mesure´s a donc e´te´ publie´e avec une incertitude conservative
de 2 kHz [10]. De`s 1997, la fre´quence ”moyenne” de la raie 5S1/2(F = 3)→ 5D5/2(F = 5)
a e´te´ recommande´e par le CIPM (Comite´ international des poids et mesures) [12], avec
une incertitude de 5 kHz. En 1998, la fre´quence du laser a` CO2 asservi sur la raie d’OsO4
a e´te´ remesure´e [13] et corrige´e de -87 Hz. Par suite, les fre´quences des e´talons L1, L2 et
KB doivent eˆtre abaisse´es de 1131 Hz.
Depuis 1996, d’autres e´talons Rb/2ν ont e´te´s construits et mesure´s par d’autres
e´quipes : le groupe de J.L. Hall du JILA posse`de deux e´talons, l’un utilisant un laser
Titane-Saphir et l’autre une diode laser [14]. La fre´quence de ces e´talons a e´te´ mesure´e
a` l’aide d’un peigne de fre´quences issu d’un laser femto-seconde. La` aussi, les fre´quences
des deux e´talons diﬀe`rent de 2.5 kHz. Les valeurs obtenues, avec un incertitude de 3 kHz,
sont compatibles avec la valeur recommande´e par le CIPM compte tenu de la correction
de 1131 Hz.
Le groupe de M. Teˆtu de l’universite´ Laval au Que´bec a de´veloppe´ un e´talon a` 1.56 µm
qui, par doublage de fre´quence est asservi sur une transition a` deux photons du rubidium.
Cet e´talon a e´te´ mesure´ avec la chaˆıne du NRC a` Ottawa [15]. La fre´quence obtenue avec
une incertitude de 2 kHz est e´galement compatible avec les valeurs recommande´es par le
CIPM.
Enﬁn, le BNM/LPTF a re´cemment de´veloppe´ un e´talon transportable LT , et a reme-
sure´ les fre´quences de L1, L2 et LT avec la technique des lasers femto-seconde [16]. Les
re´sultats obtenus pour L1 et L2 sont tre`s proches des re´sultats de 1996 corrige´s.
L’analyse de toutes ces mesures inde´pendantes indique que l’e´talon Rb/2ν posse`de
une tre`s bonne re´pe´tabilite´, mais une reproductibilite´ beaucoup moins bonne, de l’ordre
de 5 kHz. Par ses qualite´s me´trologiques, l’e´talon Rb/2ν est un instrument qui a trouve´
imme´diatement des applications. Les re´sultats de la mesure de l’e´talon du LKB inter-
viennent dans la de´termination de la constante de Rydberg par spectroscopie de la raie
2S → 8S/D de l’hydroge`ne [17], puis par spectroscopie de la raie 2S → 12S/D [18]. On
peut e´galement citer la mesure des raies 2S1/2 → 8P1/2 du ce´sium [19] qui sont en quasi
co¨ıncidence avec l’harmonique 2 de la fre´quence de l’e´talon Rb/2ν.
1.1.2 Caracte´risation me´trologique
Apre`s la phase de mesure de la fre´quence des e´talons Rb/2ν, j’ai mene´ une e´tude
de´taille´e des performances me´trologiques des deux e´talons du BNM/LPTF, en terme
de stabilite´, de re´pe´tabilite´ et de reproductibilite´. Les re´sultats sont regroupe´s dans le
deuxie`me article inse´re´ [20]. Un travail e´quivalent a e´te´ mene´ re´cemment pour l’e´talon du
groupe de M. Teˆtu [21].
Le signal d’erreur qui permet d’asservir la fre´quence de la diode laser sur la transi-
tion atomique est l’intensite´ de la ﬂuorescence a` 420 nm. J’ai montre´, d’une part, que
l’excellente stabilite´ de fre´quence entre les e´talons L1 et L2 (3 × 10−13τ−1/2) correspond
a` la performance attendue compte tenu de la densite´ spectrale de bruit de ﬂuorescence,
et que d’autre part, a` cause du bruit de phase de la diode laser, meˆme en augmentant le
signal, on ne peut pas espe´rer ame´liorer la stabilite´ a` court terme de plus d’un facteur 2.
Au cours de cette e´tude, j’ai e´galement pu estimer la re´pe´tabilite´ des e´talons Rb/2ν. Sur
une pe´riode de plus de 2 ans, l’e´cart de fre´quence entre L1 et L2 n’a pas varie´ de plus de
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400 Hz, soit 10−12 en valeur relative.
Les tre`s bonnes performances des e´talons Rb/2ν en terme de stabilite´ sont entache´es
par une reproductibilite´ plus me´diocre, de l’ordre de 10−11 en valeur relative comme
le montre la ﬁgure (2). L’analyse quantitative des diﬀe´rents processus physiques pouvant
expliquer une diﬀe´rence de fre´quence entre deux e´talons montre que seule l’incertitude sur
la teneur en impurete´s des cellules de rubidium scelle´es peut expliquer les proble`mes de
reproductibilite´ des e´talons. Cet eﬀet de ”cellule” a e´galement e´te´ observe´ dans le groupe
de J. Hall, ou au cours de la re´alisation de l’e´talon transportable LT , et il peut atteindre
plusieurs kHz. Les autres sources de de´placement de la fre´quence du laser asservi dues
par exemple a` l’extrapolation des de´placements lumineux, aux re´glages des tensions de
de´calage des asservissements, au taux de modulation, a` l’eﬀet Doppler du second ordre,
au de´placement du corps noir, aux champs magne´tiques re´siduels, ou aux transitions
adjacentes ont toutes des contributions beaucoup plus faibles que le kHz.
En conclusion, si la stabilite´ et la re´pe´tabilite´ des e´talons Rb/2ν du BNM/LPTF et
du LKB sont optimales, un gain en reproductibilite´ d’un facteur 10 est envisageable a`
condition d’utiliser non plus des cellules scelle´es dont la composition en impurete´s est
mal connue et peut e´voluer au gre´ des de´gazages, mais des cellules qu’il est possible de
repomper re´gulie`rement.
1.2 Contribution a` la mesure des raies 2S-12D de l’hydroge`ne
Si l’e´talon Rb/2ν a` 778 nm a e´te´ choisi initialement pour sa proximite´ avec les transi-
tions 2S → 8S/D de l’hydroge`ne, il a e´galement permis de mesurer, avec l’aide de l’e´talon
CO2/OsO4 a` 10 µm du BNM/LPTF, la fre´quence des transitions 2S → 12D a` 750 nm. En
eﬀet, comme les fre´quences des transitions 2S → 12D de l’hydroge`ne et celle de l’e´talon
Rb/2ν sont se´pare´es de la moitie´ de la fre´quence d’un laser CO2, il est possible de les
mesurer en utilisant la me´thode de bissection des intervalles de fre´quence propose´e par
T.W. Ha¨nsch [22]. Un laser Titane-Saphir a` 750 nm de fre´quence ν750 sonde les transitions
de l’hydroge`ne. Dans un cristal non line´aire, on eﬀectue une somme de fre´quences entre
une diode laser a` 809 nm et le laser e´talon CO2/OsO4 de fre´quences ν809 et νCO2 . Le
battement entre l’onde ge´ne´re´e (a` 750 nm) et le laser Titane-Saphir permet d’asservir la
fre´quence de la diode a` 809 nm sur celle du laser a` 750 nm. On e´tablit ainsi la relation
ν750 = ν809 + νCO2 . Si par ailleurs on mesure le battement νB entre l’onde obtenue par
doublage de fre´quence de l’e´talon Rb/2ν et l’onde obtenue en sommant les lasers a` 750
et a` 809 nm, on a la relation ν750 + ν809 = 2νRb/2ν + νB. En e´liminant ν809 entre ces deux
relations, on montre que la fre´quence inconnue est lie´e a` celles des e´talons et a` celle de
battement par ν750 = νRb/2ν + νCO2/2 + νB/2.
Le montage expe´rimental est le´ge`rement plus complique´ [18] car l’expe´rience sur l’hy-
droge`ne et l’e´talon Rb/2ν sont situe´s au LKB a` Jussieu alors que l’e´talon CO2/OsO4
est situe´ au BNM/LPTF. L’existence d’une paire de ﬁbres optiques [23] reliant les deux
laboratoires3 a permis de mener a` bien l’expe´rience. L’ensemble de la partie spectroscopie
et de la partie mesure de fre´quence e´tait installe´e au LKB. La partie laser a` CO2 stabilise´
et la partie de´calage en fre´quence ν750 = ν809 + νCO2 e´taient installe´es au BNM/LPTF.
C’est ce dernier maillon de la chaˆıne de fre´quence, repre´sente´ sur la ﬁgure (3) que j’ai
3La ﬁbre optique reliant le laboratoire Kastler Brossel a` Jussieu et le BNM/LPTF a` l’observatoire de
Paris a re´gulie`rement servi a` comparer les e´talons Rb/2ν L1 et KB, et a` de´terminer par extrapolation le
de´placement lumineux de l’e´talon KB.
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Fig. 3 – Partie de la chaˆıne de mesure des transitions 2S → 12D installe´e au
BNM/LPTF. Une diode laser a` 809 nm est asservie en phase sur un faisceau laser en
provenance du LKB. Un laser a` CO2 oscillant sur la raie P8 est asservi en phase sur
le laser e´talon CO2/OsO4 par battement sur une diode MIM. Une somme de fre´quence
dans un cristal d’AgGaS2 entre le laser a` 809 nm et le laser a` CO2 (P8) cre´e une onde a`
750 nm. Cette onde permet d’asservir en phase une diode laser a` 750 nm dont le faisceau
est renvoye´ vers le LKB. Graˆce aux asservissements en phase, l’e´cart de fre´quence entre
les faisceaux venant et repartant au LKB est exactement connu. Les ﬁbres monomodes
polarisantes du montage permettent de donner aux faisceaux une ge´ome´trie gaussienne
fondamentale, favorable a` l’interaction non line´aire et au rapport signal sur bruit des bat-
tements. FI est un ﬁltre interfe´rentiel qui transmet l’onde a` 750 nm. Les tirets repre´sentent
les asservissements en phase.
Si le dispositif repre´sente´ sur la ﬁgure (3) est tre`s simple dans son principe, la mise en
oeuvre des asservissements en phase dans le domaine visible a requis une attention parti-
culie`re. Pour asservir en phase l’onde e´mise par un laser eiϕ(t) sur une onde de re´fe´rence
eiϕ0(t) avec un petit de´calage de fre´quence ω0, on compare le battement des deux ondes
re´alise´ dans une photodiode avec une sinuso¨ıde de pulsation ω0 issue d’un synthe´tiseur
de fre´quence. Le signal obtenu, cos(ϕ(t)− ϕ0(t)− ω0t), mesure l’e´cart de phase entre les
ondes modulo 2π. L’asservissement utilise ce signal pour re´agir sur la longueur optique de
la cavite´ laser aﬁn de maintenir l’e´cart de phase a` ze´ro. La dynamique du signal d’erreur
d’un tel asservissement en phase est limite´e a` 2π. Le bon fonctionnement de l’asservis-
sement impose donc d’utiliser un montage stable ou` les diﬀe´rences de chemins optiques
ne varient pas de plus d’une fraction de longueur d’onde dans le temps de re´ponse de
la boucle d’asservissement, typiquement quelques dizaines de microsecondes dans le cas
pre´sent. Dans l’expe´rience que nous avons re´alise´e, le laser de re´fe´rence a` 809 nm est situe´
au Laboratoire Kastler Brossel. L’onde laser est envoye´e au BNM/LPTF par une ﬁbre
optique multimode d’environ 3 kilome`tres de long. La phase de l’onde de re´fe´rence est
donc susceptible de ﬂuctuer brutalement, en particulier a` cause de vibrations dans les
connecteurs ﬁbre a` ﬁbre tant au LKB qu’au BNM/LPTF. Pour les longues mesures de
la position des raies 2S → 12D de l’hydroge`ne, il est important que tous les maillons
de la chaˆıne de fre´quence soient ﬁables et puissent fonctionner plusieurs heures d’aﬃle´e
sans de´crochement. Nous avons donc choisi de re´aliser des asservissements en phase ”en
moyenne” dans le domaine visible. Pour cela, le battement entre l’onde de re´fe´rence et
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le laser a` asservir est de´tecte´ a` ω0 = 2π×896 MHz. Le battement est mis en forme et
est envoye´ dans un diviseur rapide par 128 (voir ﬁgure (4)). Le signal re´sultant est com-
pare´ en phase avec une sinuso¨ıde a` ω′0 = 2π×7 MHz issue d’un synthe´tiseur. On obtient
alors un signal d’erreur proportionnel a` (ϕ(t)−ϕ0(t))/128−ω′0t. La dynamique de 2π au
niveau du comparateur de phase correspond donc a` une dynamique de 256π au niveau
de la phase du laser. Graˆce a` la division de la fre´quence de battement, l’asservissement
est capable de supporter de brusques ﬂuctuations de phase. Bien entendu, la phase du
laser et celle de la re´fe´rence ne sont asservies qu’en moyenne sur 128 pe´riodes. Comme
la comparaison de phase a lieu sur des signaux a` 7 MHz, le signal d’erreur a une bande
passante de l’ordre du MHz. L’ensemble du dispositif e´lectronique de contre re´action e´tait
installe´ sur le banc optique de manie`re a` limiter les de´lais de propagation. De la sorte, la
boucle d’asservissement en phase avait une bande passante de l’ordre de 100 kHz, et le















Fig. 4 – Sche´ma de principe de l’e´lectronique de comparaison de phase entre une sinuso¨ıde
de re´fe´rence et le battement de deux lasers divise´ par 128. Le signal de battement sinuso¨ıdal
est mis en forme et divise´ par 64 par le circuit Plessey sp8715. Le signal de sortie est
ampliﬁe´ et mis en forme pour attaquer un diviseur par 2 re´alise´ avec une bascule D
(74LS74). L’inte´reˆt de ce diviseur par deux est de fournir un signal carre´ avec un rapport
cyclique de 50%. La sinuso¨ıde de re´fe´rence est mise en forme par un trigger de Schmitt
(74LS14). La comparaison de phase est re´alise´e par un comparateur a` porte XOR (ou
exclusif 74LS86) [24] et un moyenneur dont la fre´quence de coupure est de 2.8 MHz. Ce
circuit a e´te´ conc¸u et mis au point par G. Santarelli et M. Lours au BNM/LPTF.
L’ensemble de la chaˆıne de mesure (LKB et BNM/LPTF) a fonctionne´ durant plu-
sieurs semaines et a permis de de´terminer la fre´quence de la transition 2S1/2 → 12D5/2
de l’hydroge`ne et du deute´rium avec une pre´cision relative de 8. 10−12. L’e´quipe
de F. Biraben en a de´duit une nouvelle de´termination de la constante de Rydberg
(R∞=109 737.315 685 16(84) cm−1) et les de´placements de Lamb des niveaux 1S et 2S de
l’hydroge`ne et du deute´rium [18]. Ces re´sultats font l’objet du troisie`me article inse´re´.
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2 Spectroscopie d’ions PAH
De 1993 a` 1995, j’ai travaille´ sur l’expe´rience de spectroscopie des ions polycycliques
aromatiques hydrocarbonne´s (PAH) monte´e par Nicolas Billy en collaboration avec le
groupe de C. Rolando du laboratoire de chimie de l’ENS. Nous avons alors rec¸u un post
doctorant, Arne de Meijeire.
Le spectre de la lumie`re visible et infra-rouge en provenance de l’espace pre´sente des
structures en absorption (et parfois en e´mission) tre`s larges et actuellement largement
inexplique´es : les bandes interstellaires diﬀuses (DIB). Leur premie`re observation remonte
a` 1921 [25]. En 1984, A. Le´ger et JL. Puget [26] ont propose´ d’attribuer les DIBs a`
l’absorption par les ions mole´culaires PAH pre´sents dans les nuages interstellaires. Cette
hypothe`se a suscite´ de tre`s nombreux travaux. En eﬀet, l’interpre´tation de la position,
de l’intensite´ et de la structure des DIBs pose les questions de la composition en PAH
des nuages interstellaires sous leur forme neutre, anionique ou cationique, des conditions
physiques de tempe´rature et de densite´ dans ces nuages, des phe´nome`nes qui gouvernent
l’origine et l’e´volution des nuages, et enﬁn de la spectroscopie des ions PAH. Un article
de revue de F. Salama et Al [27] et un re´cent n◦ spe´cial de Spectrochimica Acta [28] font
le point sur les re´sultats obtenus a` ce jour dans ce domaine.
Nous nous sommes exclusivement inte´resse´s a` la spectroscopie des ions PAH. Deux
techniques expe´rimentales peuvent eˆtre utilise´es pour l’e´tudier.
• Les matrices de gaz rares a` tre`s basse tempe´rature permettent de pre´parer des
e´chantillons de PAH neutres qui peuvent eˆtre ionise´s par irradiation UV [29].
L’inte´reˆt de cette me´thode est de produire des e´chantillons de PAH denses et froids,
et de permettre des mesures d’absorption. Son inconve´nient majeur est que l’inter-
action avec la matrice de´place notablement les raies.
• Pour s’aﬀranchir de ces de´placements, il faut avoir recours a` la spectroscopie des
meˆmes espe`ces en phase gazeuse. La spectroscopie de PAH neutres isole´s et froids
peut eˆtre e´tudie´e en utilisant la technique des jets mole´culaires supersoniques, ou`
les collisions sont e´limine´es. A partir des neutres, les cations PAH sont produits
par ionisation UV. Les techniques de conﬁnement des ions dans des quadrupoles de
masse ou des pie`ges permettent alors l’e´tude de PAH ionise´s isole´s. La technique
des jets produit des e´chantillons extreˆmement peu denses, sur lesquels les mesures
d’absorption directe sont impossibles. L’absorption re´sonante d’un ou plusieurs pho-
tons visibles par un PAH conduit a` la relaxation de la mole´cule et a` sa dissociation.
L’absorption re´sonante est donc de´tecte´e en analysant les produits de fragmentation
des PAH parents.
Dans l’expe´rience de spectroscopie de photodissociation d’ions PAH du LKB, des ions
naphtale`ne C8H
+
10 simplement charge´s sont produits par impact e´lectronique dans une
source d’ions commerciale, a` partir d’une vapeur neutre a` tre`s basse pression (10−5 Torr).
Les ions produits sont alors introduits dans un spectrome`tre de masse quadrupolaire de
20 cm de longueur, re´gle´ pour se´lectionner les cations anthrace`ne. En sortie de l’analyseur
de masse, les ions sont acce´le´re´s vers un multiplicateur d’e´lectrons place´ hors axe. Le
courant d’ions de´tecte´ est le signal expe´rimental. La source de lumie`re est un laser a`
colorant (rhodamine 610) en impulsion pompe´ par un laser a` YAG nanoseconde double´.
Elle de´livre des impulsions milliJoule de 10 ns environ, et est accordable entre 600 et
620 nm. Dans le quadrupoˆle de masse, le faisceau laser, le´ge`rement focalise´, est coline´aire
avec le courant d’ions. Lorsqu’un ion est photodissocie´, il ne participe plus au signal.
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En eﬀet, ses fragments neutres ne peuvent pas atteindre le de´tecteur, et ses fragments
charge´s, de masse infe´rieure a` celle de l’ion parent ont une trajectoire instable dans le
quadrupoˆle. L’expe´rience consiste a` mesurer le courant d’ions de manie`re synchrone avec
les tirs laser. En balayant la fre´quence du laser, on recherche une diminution du nombre
d’ions anthrace`ne qui re´velerait un processus de photodissociation re´sonante.
Apre`s environ un an d’eﬀorts consacre´s a` comprendre et optimiser les performances
du quadrupoˆle de masse et du laser et a` installer le syste`me d’acquisition des donne´es,
nous avons enregistre´ de nombreux spectres du courant d’ions, sans jamais observer de
signal de photodissociation re´sonante. Nous avons alors cherche´ a` comprendre pourquoi,
et avons explore´ deux voies pour ame´liorer le montage.
• Seule une tre`s faible proportion des ions produits interagissent avec le laser de
photodissociation qui a un taux de re´pe´tition de 10 Hz. Nous avons alors utilise´
le quadrupoˆle comme un pie`ge a` ions aﬁn de faire interagir les meˆmes ions avec
quelques centaines de tirs laser. Nous avons re´ussi a` obtenir une dure´e de vie du
pie`ge de l’ordre de 60 s. Nous avons mis au point une se´quence de chargement du
pie`ge se´lectif en masse, suivie d’un pie´geage de toutes les masses pendant plusieurs
secondes pour l’interaction avec le laser, puis d’une phase de pie´geage se´lectif en
masse pour analyser la composition en fragments des ions parents. Cette expe´rience
nous a permis d’observer les principaux canaux de dissociation des ions parents par
collision. L’irradiation laser n’a pas sensiblement modiﬁe´ la cine´tique des diﬀe´rents
canaux observe´s.
• L’ionisation par impact e´lectronique a` partir d’une vapeur a` tempe´rature ambiante
cre´e des ions avec une distribution rovibrationnelle tre`s riche. Une largeur inho-
moge`ne tre`s grande peut masquer le signal de photodissociation re´sonante attendu.
Pour reme´dier a` ce proble`me, il est possible de pre´parer les ions de manie`re se´lective
dans un e´tat rovibrationnel donne´ par photo-ionisation re´sonante des PAH neutres.
Cela impliquait de profondes modiﬁcations de l’expe´rience, et la mise en oeuvre d’un
laser supple´mentaire.
Notre expe´rience infructueuse et la conviction qu’il est essentiel de pre´parer se´lectivement
les ions PAH dans un e´tat rovibrationnel donne´, associe´e a` l’absence totale de soutien du
laboratoire pour l’expe´rience de spectroscopie des ions PAH nous ont conduit a` abandon-
ner l’expe´rience en 1995. Nous n’avons donc pas de publications relatives a` ce travail. No-
tons que depuis, plusieurs expe´riences de spectroscopie d’ions PAH ont e´te´ mene´es a` bien,
en particulier par les e´quipes de Philippe Bre´chignac et d’Alain Le´ger a` Orsay [30], ou en
collaboration entre le laboratoire de spectrome´trie physique de Grenoble et la NASA [31].
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Troisie`me partie
Le proble`me Coulombien a` trois
corps
Les re´sultats pre´sente´s ici concernent essentiellement la de´termination des e´nergies et
des fonctions d’onde de l’ion mole´culaire H+2 et de ses varie´te´s isotopiques. Ce travail
s’inscrit dans le domaine plus vaste du proble`me Coulombien a` trois corps en me´canique
quantique non relativiste. Ce champ de recherche a connu de nombreux de´veloppements
tant dans le domaine atomique pour traiter le proble`me de l’he´lium que dans le domaine
mole´culaire. Mon travail s’inscrit e´galement dans un domaine proche de la chimie quan-
tique, celui des calculs ab initio de grande pre´cision.
Dans cette partie, je rappelle tout d’abord les motivations et les objectifs de nos calculs.
Je pre´sente ensuite les grandes lignes des me´thodes que j’ai utilise´es avant de de´tailler la
nature des re´sultats obtenus. Ce travail a deux volets distincts :
• Le premier concerne la spectroscopie des ions mole´culaires H+2 , D+2 , HD+ et des
espe`ces exotiques ou` l’e´lectron est remplace´ par un muon ou un pion.
• Le second propose une nouvelle re´solution nume´rique exacte du proble`me Coulom-
bien a` trois corps en deux dimensions.
Dans les sections consacre´es aux proble`mes en 3D et en 2D, la me´thode employe´e sera
compare´e aux diﬀe´rentes approches permettant d’obtenir des re´sultats de grande pre´cision.
1 Motivations et objectifs
Un des facteurs limitant la contribution de la spectroscopie de l’hydroge`ne a` la
de´termination des constantes fondamentales est la connaissance du rapport M/m de la
masse du proton a` celle de l’e´lectron. En 1995, F. Biraben a propose´ de mesurer ce rapport
par spectroscopie laser des niveaux de vibration de l’ion H+2 , en utilisant des transitions
a` deux photons, reprenant ainsi une ide´e e´mise deux de´cennies auparavant [32]. Pour
que cette spectroscopie conduise eﬀectivement a` une mesure du rapport M/m, il fallait
ame´liorer signiﬁcativement la pre´diction des niveaux d’e´nergie de H+2 . Cette exigence peut
aise´ment eˆtre chiﬀre´e. En eﬀet, l’incertitude relative actuelle sur la connaissance du rap-
port de la masse du proton a` celle de l’e´lectron est de l’ordre de 10−10 [33]. Compte tenu
du fait que les niveaux vibrationnels de H+2 sont se´pare´s d’environ 10
−2 unite´s atomiques,
il faut eˆtre capable de pre´voir les niveaux avec une incertitude de l’ordre de 10−12 u.a.
au moins aﬁn qu’une comparaison entre the´orie et expe´rience puisse faire progresser la
connaissance de m/M .
A la meˆme e´poque, le groupe de Dominique Delande s’inte´ressait au proble`me Cou-
lombien a` trois corps. La motivation du travail de Benoˆıt Gre´maud e´tait la pre´diction
de la structure du spectre de l’he´lium au voisinage de la limite de double ionisation, ou`
les deux e´lectrons sont fortement excite´s [34]. En eﬀet, ce domaine d’e´nergie est celui
ou` le proble`me a` trois corps classique pre´sente une dynamique essentiellement chaotique.
Le calcul exact des e´nergies et des fonctions d’onde et la comparaison avec des calculs
semi-classiques permet de tester la validite´ des calculs approche´s et de mieux comprendre
comment les appliquer, en particulier a` des syste`mes plus complique´s que l’he´lium. Par
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ailleurs, la connaissance nume´rique pre´cise des fonctions d’onde a permis de de´terminer les
sections eﬃcaces de photoionisation et de les comparer avec des re´sultats expe´rimentaux
avec un excellent accord [35].
Les me´thodes utilise´es pour traiter le proble`me Coulombien a` trois corps dans la zone
chaotique peuvent aussi eˆtre utilise´es pour traiter le meˆme proble`me a` basse e´nergie, dans
la zone re´gulie`re. Elles se sont ave´re´es capables d’atteindre la pre´cision requise pour les
applications me´trologiques [36]. Mon objectif a alors e´te´ de calculer les niveaux d’e´nergie
avec une pre´cision d’inte´reˆt me´trologique, et d’estimer la faisabilite´ de l’expe´rience de
spectroscopie a` deux photons dans H+2 en calculant les probabilite´s de transition a` deux
photons entre les niveaux vibrationnels de l’e´tat e´lectronique fondamental.
La me´thode utilise´e traite le proble`me a` trois corps en inte´raction Coulombienne dans
le cadre de l’e´quation de Schro¨dinger, sans prendre en compte les eﬀets relativistes et les
corrections radiatives. Son inte´reˆt est d’obtenir nume´riquement les niveaux d’e´nergie sans
faire d’approximations, c’est a` dire en prenant en compte entie`rement la dynamique des
trois corps, avec une pre´cision qui ne soit limite´e que par les capacite´s du calculateur.
Bien sur, les corrections relativistes et radiatives dans l’ion H+2 sont tre`s supe´rieures a`
10−12 u.a. [37]. La de´termination de M/m par la spectroscopie de H+2 ne´cessite le calcul de
ces corrections avec une pre´cision typiquement 100 fois meilleure que celle actuellement
disponible. Ce calcul sera grandement facilite´ par les fonctions d’onde non relativistes tre`s
pre´cises que nous obtenons.
2 Comment de´crire pre´cise´ment les e´tats de H+2 ?
2.1 L’approximation de Born-Oppenheimer
L’espe`ce H+2 e´tant un ion mole´culaire ou` les deux protons sont beaucoup plus lourds
que l’e´lectron, ses niveaux d’e´nergie peuvent eˆtre calcule´s dans le cadre de l’approximation
de Born-Oppenheimer. C’est une me´thode approche´e a` l’ordre 0 en m/M ≈ 2.10−4 ou` on
a ne´glige´ les couplages entre le mouvement de l’e´lectron et celui des noyaux. Il est possible
de prendre en compte ces couplages perturbativement pour ame´liorer la pre´diction des
niveaux d’e´nergie. Cela e´tant, obtenir une pre´cision au niveau 10−12 u.a. imposerait de
pousser le de´veloppement perturbatif au moins au troisie`me ordre en m/M , ce qui n’est pas
re´aliste. L’approximation de Born Oppenheimer n’est donc clairement pas adapte´e a` nos
exigences. Il est essentiel pour atteindre nos objectifs de prendre en compte entie`rement
la dynamique couple´e des trois particules.
Cela e´tant, les familles de courbes d’e´nergie e´lectronique fournies par l’approximation
de Born Oppenheimer sont des guides tre`s utiles pour controˆler et interpre´ter les re´sultats
des calculs exacts. C’est pourquoi nous avons calcule´ les courbes de´nergie potentielle des
diﬀe´rents e´tats e´lectroniques de H+2 , a` l’ordre 0 et 1 en m/M.
2.2 Les me´thodes exactes
La dynamique de l’he´lium ou` deux particules le´ge`res gravitent autour d’un noyau
tre`s lourd est tre`s diﬀe´rente de celle des ions mole´culaires. En particulier, pour l’he´lium,
les trois distances interparticulaires e´voluent avec des e´chelles spatiales et temporelles
comparables. Cela empeˆche de simpliﬁer le proble`me et oblige la` aussi a` prendre en compte
globalement la dynamique couple´e des trois particules. Finalement, que le proble`me a`
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trois corps traite´ soit de nature atomique ou mole´culaire, des calculs exacts se re´ve`lent
indispensables.
Dans les deux cas, les syme´tries physiques sont celles du proble`me a` trois corps. En
particulier, l’invariance par rotation conduit a` la meˆme de´pendance angulaire des fonctions
d’onde. C’est principalement dans le choix des coordonne´es radiales que les diﬀe´rentes ap-
proches pre´sentes dans la litte´rature et conduisant a` des re´sultats tre`s pre´cis se distinguent.
Les travaux de´veloppe´s dans notre e´quipe utilisent les coordonne´es pe´rime´triques [38] car
elles pre´sentent des proprie´te´s mathe´matiques conduisant a` des calculs nume´riques ef-
ﬁcaces et ﬁables. De plus, elles sont bien adapte´es pour repre´senter le comportement
a` longue distance de la fonction d’onde, tant dans le cas atomique que dans le cas
mole´culaire.
In ﬁne, les calculs sont mene´s a` bien de manie`re nume´rique. Le choix de la me´thode
nume´rique est donc e´galement crucial. L’ensemble des travaux conduisant a` des niveaux
d’e´nergie de grande pre´cision reposent presque tous sur l’utilisation d’une me´thode de cal-
cul variationnelle : les e´nergies et les fonctions d’onde sont obtenues en diagonalisant le ha-
miltonien du proble`me dans une base de fonctions de´pendant d’un ou plusieurs parame`tres
dont les valeurs doivent eˆtre optimise´es. Ces diﬀe´rentes approches sont brie`vement dis-
cute´es au paragraphe (4.4). Il existe aussi des re´solutions de l’e´quation de Schro¨dinger
du proble`me a` trois corps utilisant une discre´tisation de l’espace et une me´thode de type
e´le´ments ﬁnis, utilise´e par exemple par J. Ackermann [39]. Les re´sultats obtenus ont une
pre´cision infe´rieure a` celle fournie par les me´thodes variationnelles.
3 Les outils
3.1 Caracte´ristiques de nos calculs
L’ide´e tre`s simple des calculs pre´sente´s ici consiste a` obtenir les e´nergies propres E et
les fonctions propres |Ψ〉 d’une e´quation de Schro¨dinger qui peut s’e´crire :
H|Ψ〉 = E B|Ψ〉 (1)
en de´veloppant la fonction propre sur une base ”adapte´e” et en re´solvant nume´riquement
le proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´ (1). Dans notre proble`me, la matrice B ap-
paraˆıt lorsqu’on supprime les divergences a` l’origine du potentiel Coulombien et de la
partie centrifuge des termes cine´tiques du hamiltonien. H est le hamiltonien eﬀectif du
proble`me. L’espace de Hilbert e´tant de dimension inﬁnie, les matrices H et B doivent eˆtre
tronque´es : c’est la seule approximation de nos calculs. Pour que cette me´thode conduise
a` des re´sultats pre´cis, il faut respecter un certain nombre de contraintes d’ordre physique
ou d’ordre nume´rique dans le choix du syste`me de coordonne´es et de la base de fonctions :
• Les fonctions de base doivent eˆtre ”proches” des fonctions propres, en particulier
dans leur comportement a` longue distance aﬁn de pouvoir utiliser un de´veloppement
aussi petit que possible tout en repre´sentant bien la physique du proble`me.
• Les e´le´ments de matrice des ope´rateurs H et de B sur la base choisie doivent eˆtre
calcule´s de manie`re exacte, donc connus analytiquement.
• Les ope´rateurs H et B doivent pre´senter de tre`s fortes re`gles de se´lection dans la
base choisie. Cela permet de les repre´senter par des matrices ”bandes”, ce qui limite
les eﬀets de troncature de la base sur les re´sultats nume´riques, et permet d’utiliser
des algorithmes de diagonalisation tre`s eﬃcaces.
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Dans la pratique, c’est en choisissant soigneusement le syste`me de coordonne´es et les
fonctions de base qu’on arrive a` satisfaire les points pre´ce´dents. De`s lors, les e´le´ments de
matrice de H et B sont calcule´s analytiquement. Une fois les matrices H et B construites,
le proble`me aux valeurs propres ge´ne´ralise´ est re´solu par l’algorithme de Lanczos.
3.2 L’algorithme de Lanczos
Les proce´dures de diagonalisation utilise´es ont e´te´ de´veloppe´es aﬁn de re´soudre des
proble`mes aux valeurs propres du type (1) ou` H et B sont des matrices hermitiennes ou
syme´triques complexes, avec le souci permanent d’exploiter au mieux les performances des
calculateurs disponibles. L’objectif est d’obtenir un nombre restreint de valeurs propres
(typiquement 10 a` 100) autour d’une e´nergie E˜ donne´e.
Pour cela, on utilise une me´thode ite´rative qui repose sur l’ide´e suivante. Si M est
une matrice et |x0〉 un vecteur norme´ dispose´ de manie`re quelconque par rapport aux
directions propres de M , la suite norme´e de´ﬁnie par |xn+1〉 = M |xn〉/||M |xn〉|| converge
vers la direction propre de M associe´e a` la plus grande valeur propre de M . La matrice B
de l’e´quation (1) est syme´trique re´elle de´ﬁnie positive : elle peut toujours se de´composer
sous la forme B = LBL
+
B ou` LB est une matrice triangulaire supe´rieure. Si on applique la
me´thode ite´rative a` la matrice hermitienne M de´ﬁnie par :
M = LB(H − E˜B)−1L+B , (2)
l’ite´ration de´ﬁnie ci dessus converge vers la direction propre de l’e´quation (1) associe´e a`
la valeur propre E1 la plus proche de E˜. Une fois l’e´nergie E1 et sa direction propre |1〉
obtenues, on reprend l’ite´ration en projettant, a` chaque pas, orthogonalement a` |1〉. On
converge ainsi vers la seconde valeur propre la plus proche de E˜, et ainsi de suite. Notons
que pour appliquer cet algorithme, il n’y a pas besoin de calculer l’inverse de la matrice
(H − E˜B) ce qui serait tre`s couˆteux en temps de calcul, ni de de´composer explicitement
de la matrice B. En eﬀet, si on pose |yn〉 = L+B|xn〉, l’ite´ration s’e´crit :
|yn+1〉 = B(H − E˜B)−1|yn〉. (3)
Le vecteur |zn〉 = (H − E˜B)−1|yn〉 est obtenu a` partir de |yn〉 en re´solvant le syste`me
line´aire (H − E˜B)|zn〉 = |yn〉. On en de´duit |yn+1〉 = B|zn〉. Le syste`me line´aire est
inverse´ eﬃcacement en utilisant une de´composition de Cholesky de la matrice (H − E˜B)
sous la forme LDLT ou` L est une matrice triangulaire infe´rieure stricte, LT sa transpose´e
et D une matrice diagonale.
Dans la pratique, cette me´thode est mise en oeuvre en utilisant l’algorithme de Lanc-
zos [40].
3.3 Me´thode variationnelle
L’ensemble des calculs analytiques sont conduits dans le syste`me des unite´s atomiques.
L’e´chelle des e´nergies est donc deux fois le Rydberg et l’e´chelle de longueur est le rayon
de Bohr. Elle n’est pas ne´cessairement bien adapte´e au proble`me traite´. Dans la de´ﬁnition
des fonctions de base, on introduit donc un (ou plusieurs) facteurs d’e´chelle. Cela per-
met d’adapter la taille caracte´ristique des fonctions de base au proble`me physique qu’on
cherche a` re´soudre. Dans nos calculs en trois dimensions, les facteurs d’e´chelle diﬀe`rent
beaucoup selon qu’on traite le cas de l’ion H+2 ou celui de l’he´lium.
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Pour une base non tronque´e, les e´nergies propres sont strictement inde´pendantes des
facteurs d’e´chelle. La troncature de la base, indispensable au traitement nume´rique, les
transforme en parame`tres variationnels. Lorsque le programme de calcul des niveaux est
ope´rationnel, il reste un long travail d’optimisation nume´rique consistant a` e´tudier les
variations des valeurs propres du proble`me line´aire (1) en fonction du ou des parame`tres
variationnels aﬁn de de´terminer les domaines de stationnarite´ des valeurs propres et ﬁ-
nalement obtenir les e´nergies. Dans la mesure ou` j’ai toujours cherche´ des re´sultats avec
une pre´cision limite´e par le bruit nume´rique des calculateurs, j’ai optimise´ les parame`tres
variationnels ”a` la main” et sans faire intervenir d’algorithmes particuliers.
4 Application aux ions mole´culaires
4.1 Les syme´tries
Dans les espe`ces e´tudie´es ici, les deux particules nume´rote´es 1 et 2 sont les noyaux de
charge q et la particule 3 est l’e´lectron de charge −q. Dans la suite, les unite´s atomiques
utilise´es consistent a` prendre h¯ = 1, q2/4π0 = 1 et la masse de l’e´lectron M3 = m = 1.
r1 et r2 sont les distances entre les noyaux et l’e´lectron, et R celle entre les noyaux. Le


















ou` Mi et Pi de´signent les masses et les impulsions des trois particules en unite´s atomiques.
Ce hamiltonien est invariant par rotation, donc le moment cine´tique total est une constante
du mouvement. Il est e´galement invariant dans l’ope´ration discre`te de parite´. Si on suppose
que les particules 1 et 2 sont identiques (les deux e´lectrons de l’he´lium, ou les deux noyaux
de H+2 ou D
+
2 ), le hamiltonien est invariant dans l’ope´ration d’e´change de ces particules
P12. Par conse´quent, les e´nergies propres et les fonctions d’onde peuvent eˆtre classe´es en
utilisant les nombres quantiques (J,M) du moment cine´tique total, par l’indice de parite´
”even” ou ”odd”, et dans le cas ou` la syme´trie d’e´change existe par l’indice d’e´change 1
pour les e´tats singulets (pairs pour l’e´change P12) et 3 pour ceux triplets (impairs pour
P12). Le hamiltonien (4) pre´sente une de´ge´ne´rescence essentielle dans le nombre quantique
magne´tique M , ce qui fait qu’on oublie de le mentionner. Les diﬀe´rentes classes d’e´tats
sont donne´es dans la table (3). Selon la nomenclature habituelle de la physique atomique,
les e´tats de moment cine´tique total J = 0 sont appele´s e´tats S, les e´tats J = 1 P , etc.
Jusqu’a` pre´sent, nous avons de´veloppe´ le calcul des e´tats S ainsi que des e´tats P qui sont
couple´s aux e´tats S par les processus radiatifs.
espe`ce e´tats
XYZ Se P o P e Do De . . .
XXZ 1Se 3Se 1Po 3Po 1Pe 3Pe 1Do 3Do 1De 3De . . .
Tab. 3 – Classiﬁcation des e´tats du proble`me a` trois corps Coulombien. XYZ correspond
au cas de trois particules distinctes, XXZ au cas ou` deux des particules sont identiques.
Les syme´tries indique´es en caracte`res gras sont celles pour lesquelles les programmes de
calcul sont ope´rationnels.
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4.2 Structure du spectre de H+2
Le spectre du proble`me Coulombien a` trois corps est a priori tre`s riche. Dans le cas
de l’ion mole´culaire H+2 , on peut ne´anmoins en expliquer qualitativement la structure. La
masse de l’e´lectron est m = 1 et celle du proton est note´e M = M1 = M2.
Le potentiel nul correspond a` la conﬁguration ou` les trois distances interparticulaires
sont simultane´ment inﬁnies. Classiquement, une e´nergie positive correspond donc a` un
e´tat dans lequel l’e´diﬁce est comple`tement dissocie´. Quantiquement, on n’attend dans
cette zone que des continua d’e´nergie et des fonctions d’onde de´localise´es.
Le domaine des e´nergies ne´gatives est celui des e´tats lie´s ou partiellement lie´s. Si un
des deux protons part a` l’inﬁni, il reste un atome d’hydroge`ne qui posse`de des e´tats lie´s
dont l’e´nergie en unite´s atomiques est donne´e par :






ou` n est le nombre quantique principal. Le pre´facteur a` la formule de Rydberg de´crit
l’eﬀet de masse re´duite. Ces e´nergies sont appele´es limites de dissociation. (Dans le cas
ou` le proble`me a` trois corps conside´re´ est l’he´lium, ces limites sont appele´es limites d’io-
nisation). En dessous de la premie`re limite n = 1, il existe des e´tats lie´s a` trois corps
stables. Au dessus de cette limite, on attend des continua d’e´nergie qui correspondent a`
un atome hydroge´no¨ıde de nombre quantique principal n = 1 et le troisie`me corps partant
a` l’inﬁni. De la meˆme manie`re, sous les limites n = 2, 3 . . ., il existe des e´tats a` trois corps
partiellement lie´s appele´s re´sonances, et au dessus de ces limites, des continua.
Les programmes que nous avons de´veloppe´s permettent d’obtenir non seulement les
e´tats lie´s, mais aussi de se´parer nume´riquement les re´sonances des continua en utilisant
la me´thode de la rotation complexe (voir la section (4.6.2)).
Dans le cas du proble`me mole´culaire ou` les deux noyaux sont beaucoup plus lourds
que l’e´lectron, les courbes d’e´nergie e´lectronique obtenues dans l’approximation de Born-
Oppenheimer et trace´es sur la ﬁgure (5) permettent de visualiser les domaines d’e´nergie
dans lesquels on attend des e´tats lie´s, des re´sonances ou des continua. De plus, en e´tudiant
le lien entre les nombres quantiques exacts et les nombres quantiques approche´s de
l’approximation de Born-Oppenheimer, il est possible de pre´ciser pour chaque courbe
e´lectronique la syme´trie exacte des niveaux qu’elle supporte. (voir la ﬁgure (5) et l’appen-
dice A).
4.3 Les e´tapes du calcul
4.3.1 Invariance par translation, structure angulaire
Les points communs a` toutes les approches du proble`me a` trois corps en trois dimen-
sions sont d’une part le passage dans le re´fe´rentiel du centre de masse qui permet de passer
de 9 a` 6 degre´s de liberte´, et d’autre part l’e´tude de la structure angulaire des e´tats de mo-
ment cine´tique (J,M). Dans le re´fe´rentiel du centre de masse, les trois corps sont repe´re´s
par six coordonne´es, par exemple les angles d’Euler (ψ, θ, φ) et trois coordonne´es radiales
(voir la ﬁgure 9 dans l’appendice B). L’invariance par rotation permet de passer de 6 a` 4
degre´s de liberte´. Dans le cas des e´tats S, les trois composantes du moment cine´tique sont
des constantes du mouvement, et on est ramene´ a` trois degre´s de liberte´. Pour les e´tats
de moment cine´tique J non nul, la fonction d’onde se de´compose sur 2J + 1 directions
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(1,0,0), 3Se, 1Po, 3De ...
(2,0,0), 1Se, 3Po, 1De ...
(3,0,0), 3Se, 1Po, 3De ...
(0,0,1), 1Po, 3Pe, 1Do, 3De ...
(0,0,0), 1Se, 3Po, 1Se ...
Fig. 5 – Courbes d’e´nergie e´lectronique en fonction de la distance internucle´aire R, obte-
nues dans le cadre de l’approximation de Born-Oppenheimer. Les courbes en traits pleins
pre´sentent un minimum et supportent donc des e´tats lie´s ou des re´sonances alors que les
courbes en pointille´s sont dissociatives. La nomenclature des courbes utilise les nombres
quantiques (nη, nξ,Λ) de´ﬁnis dans l’appendice A, et pre´cise la syme´trie des e´tats supporte´s
par les courbes. Notons que la courbe dite anti-liante (1,0,0) pre´sente un comportement
attractif a` longue distance en −1/R4, et posse`de quelques e´tats lie´s : 2 e´tats 3Se et un e´tat
1P o dans le cas de H+2 (le second e´tat lie´
3Se a e´te´ re´cemment de´couvert par J. Carbonell
et conﬁrme´ par nos calculs [41]). Les courbes (0,0,1), (2,0,0), (3,0,0) supportent des e´tats
quasi-lie´s ou re´sonances. Les e´tats 3P e supporte´s par la courbe (0,0,1) sont des e´tats lie´s,
car ils ne sont couple´s a` aucun continuum des courbes e´lectroniques moins excite´es.
angulaires et fait intervenir 2J + 1 fonctions de´pendant des trois coordonne´es radiales.
Les diverses approches exactes du proble`me diﬀe`rent a` partir d’ici essentiellement par le
choix des coordonne´es radiales et par le choix de la me´thode de re´solution.
4.3.2 Factorisation des fonctions d’onde radiales
L’e´quation de Schro¨dinger (4) pre´sente des singularite´s a` l’origine car le potentiel Cou-
lombien est en 1/r. Les trois singularite´s peuvent eˆtre supprime´es en multipliant l’e´quation
de Schro¨dinger par r1r2R. Les parties cine´tiques du hamiltonien qui font intervenir des
ope´rateurs Laplacien cachent des singularite´s en 1/r2. Les termes centrifuges correspon-
dants sont donne´s dans les e´quations (3) de l’article [42]. Ces termes sont les analogues de














De`s que le moment cine´tique est non nul, le terme centrifuge interdit la pre´sence de
l’e´lectron sur le noyau et fait que la fonction d’onde radiale s’annule a` l’origine. Dans la
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pratique, il est possible de factoriser un facteur rL dans la fonction d’onde a` deux corps,
ce qui permet de re´gulariser le terme centrifuge en L(L + 1)/r2.
Dans le cas du proble`me a` trois corps, la re´gularisation des termes centrifuges est
notablement plus complique´e. Pour les e´tats P o, elle a e´te´ introduite par D. Wintgen [43].
J’ai e´tabli la forme de la factorisation des e´tats P e [42] ainsi que celle des e´tats De.
La de´marche que j’ai utilise´e est explique´e dans l’appendice B. Si la structure angulaire
d’un e´tat de J quelconque peut eˆtre explicite´e (celle des e´tats Do est donne´e par A.K.
Bhatia [44]), on ne connaˆıt pas de formule ge´ne´rale de factorisation.
4.3.3 Les coordonne´es pe´rime´triques
En 1928, E. A. Hylleras a propose´ un calcul variationnel de l’e´nergie de l’e´tat fon-
damental de l’he´lium (syme´trie 1Se) en utilisant une base de fonctions d’essai de type
hydroge´no¨ıde dans les trois distances entre les particules [45]. Avec 11 fonctions, il a
obtenu l’e´tat fondamental avec une pre´cision meilleure que le %. Le syste`me de coor-
donne´es pe´rime´triques que nous utilisons a e´te´ introduit en 1937 par Coolidge et James [38]
qui ont montre´ qu’il devait permettre une meilleure convergence des calculs nume´riques
que les coordonne´es utilise´es par Hylleras. En 1958 et 1959, en utilisant les coordonne´es
pe´rime´triques, C. L. Pekeris a publie´ des re´sultats remarquables obtenus en diagonalisant
l’e´quation de Schro¨dinger des e´tats de moment cine´tique total nul de l’he´lium [46, 47, 48].
L’utilisation d’un calculateur e´lectronique lui a permis de travailler dans un espace a`
214 dimensions et d’obtenir des re´sultats converge´s avec une pre´cision relative de l’ordre
de 10−6. C. L. Pekeris a e´galement de´termine´ perturbativement les corrections relati-
vistes en calculant la valeur moyenne des termes du hamiltonien de Breit-Pauli [49]
sur les fonctions d’onde qu’il a obtenues, ainsi que le de´placement de Lamb des niveaux
(eﬀet d’e´lectrodynamique quantique). Tous ces re´sultats ne concernent que les e´tats de
syme´trie 1Se. L’utilisation des coordonne´es pe´rime´triques a e´te´ e´tendue par Wintgen [43]
aux e´tats P o de moment cine´tique total J = 1 et de parite´ impaire de l’he´lium. Les
calculs pre´ce´dents, applique´s au cas de l’he´lium supposaient le noyau de masse inﬁnie et
ne´gligeaient son mouvement. Benoˆıt Gre´maud a introduit dans le calcul des e´tats S et P o
l’ensemble des termes cine´tiques, ce qui permet de traiter le mouvement du noyau dans le
cas de l’he´lium et d’appliquer la me´thode au cas mole´culaire de H+2 . Signalons enﬁn que
T. K. Rebane [50] et Arias de Saavedra [51] ont obtenu l’e´nergie de l’e´tat fondamental de
divers syste`mes a` trois corps syme´triques en utilisant les coordonne´es pe´rime´triques.
Les coordonne´es pe´rime´triques sont trois coordonne´es radiales de´ﬁnies a` partir des
distances interparticulaires par :


x = r1 + r2 − R
y = r1 − r2 + R
z = −r1 + r2 + R.
(7)
Les ine´galite´s triangulaires montrent que ce sont des coordonne´es inde´pendantes qui va-
rient chacune entre 0 et l’inﬁni. Ce sont, a` ma connaissance, les seules coordonne´es qui
permettent de satisfaire les crite`res e´nonce´s dans le paragraphe 3.1.
• Le comportement a` longue distance des fonctions d’onde des e´tats lie´s du proble`me
a` trois corps est exponentiellement de´croissant en r1, r2 ou R, donc en x, y et z. Avec
les polynoˆmes de Laguerre, il est possible de de´ﬁnir une base de fonctions ayant ce
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comportement en posant :
|n(α)x , n(β)y , n(β)z 〉 = |n(α)x 〉 ⊗ |n(β)y 〉 ⊗ |n(β)z 〉, (8)
ou` le ket |n(α)u 〉 repre´sente la fonction :
χ(α)n (u) = 〈u|n(α)u 〉 = (−1)n
√
α L(0)n (αu) e
−αu/2. (9)
α−1 et β−1 sont des e´chelles de longueur. Le comportement a` longue distance de
la fonction d’onde est en e−α(r1+r2)e−(2β−α)R. L’e´chelle de longueur du mouvement
des e´lectrons est α−1. Dans le cas mole´culaire, l’e´chelle de longueur du mouvement
nucle´aire (2β−α)−1 est beaucoup plus petite que celle du mouvement e´lectronique,
ce qui conduit a` prendre β >> α.
• Tous les termes des ope´rateurs implique´s dans le proble`me line´aire a` re´soudre
ont des expressions polynomiales en fonction des coordonne´es pe´rime´triques et des
de´rive´es partielles en x, y ou z. Les relations de re´currence, re´curro-diﬀe´rentielles et
diﬀe´rentielles satisfaites par les polynoˆmes de Laguerre [52] (relations sous-jacentes
aux proprie´te´s usuelles des ope´rateurs de cre´ation et d’annihilation du proble`me
harmonique) permettent de montrer qu’il existe de tre`s fortes re`gles de couplage
des fonctions de base par les termes de l’e´quation de Schro¨dinger, ce qui permet
d’obtenir des matrices bandes.
• Enﬁn, les e´le´ments de matrice de H et B peuvent eˆtre calcule´s analytiquement. Ces
calculs sont simples, mais si lourds 4 qu’il est ne´cessaire de les eﬀectuer en utilisant
un langage de calcul formel. J’ai calcule´ les e´le´ments de matrice a` l’aide du langage
Maple. Les formules analytiques obtenues sont transcrites automatiquement en lan-
gage FORTRAN : on e´vite ainsi d’introduire des erreurs lors de la manipulation des
formules.
4.3.4 Extension des calculs
J’ai e´tendu les calculs en coordonne´es pe´rime´triques a` plusieurs cate´gories d’e´tats du
proble`me a` trois corps :
• les e´tats S et P o de l’ion mole´culaire HD+ pour lequel on perd la syme´trie d’e´change
des noyaux.
• les e´tats P e de H+2 (de moment cine´tique total e´gal a` 1 et de parite´ paire). Notons
que dans ce cas, les fonctions de base ont une expression le´ge`rement diﬀe´rente puis-
qu’elles font intervenir les polynoˆmes de Laguerre ge´ne´ralise´s L(1)n . Ces travaux sont
re´dige´s de manie`re de´taille´e dans la quatrie`me publication inse´re´e [42].
• enﬁn, j’ai de´termine´ la factorisation des fonctions d’onde des e´tats De (moment
cine´tique total 2 et parite´ paire) dans le cas syme´trique pour pre´parer le calcul dans
le cas de l’he´lium et de H+2 (voir appendice B).




Lorsque de´but 1998, j’ai e´crit les codes nume´riques pour les e´tats Se et P o, les re´sultats
les plus pre´cis sur la spectroscopie de H+2 e´taient ceux publie´s en 1993 et 1994 par R.E.
4L’ensemble des formules donnant les 57 e´le´ments de matrice dans le cas des e´tats Se contient environ
5000 caracte`res, et celui des 410 e´le´ments des e´tats P o plus de 100 000.
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Moss qui donnait les e´nergies de liaison de tous les niveaux des ions mole´culaires H+2 , D
+
2
et HD+ avec une incertitude relative de 10−11 [37, 53, 54]. Son travail pre´sentait un gain
en pre´cision de plusieurs ordres de grandeurs par rapports aux travaux ante´rieurs [55, 56].
En 1998 et 1999, plusieurs nouveaux re´sultats ont e´te´ publie´s :
• La capacite´ de la me´thode que nous utilisons a` fournir des re´sultats tre`s pre´cis a
e´te´ de´montre´e en calculant les deux premiers e´tats S (J=0, v=0 et v=1) de H+2 avec
une incertitude relative de 10−12 [36].
• En 1998, l’e´tat fondamental de H+2 a fait l’objet de deux autres calculs variationnels.
A.K. Bhatia [57] utilise des fonctions de base qui sont le produit d’une exponentielle
de´croissante par des puissances des trois distances interparticulaires. Les fonctions
de base utilise´es par A. Frolov [58] sont les produits d’harmoniques bipolaires par
une exponentielle de´croissante des trois distances interparticulaires. Ces fonctions de
base ne donnent pas des matrices creuses. Seul l’e´tat fondamental est alors obtenu
de manie`re tre`s pre´cise, au niveau de 10−8 en valeur relative.
• Un calcul plus pre´cis des premiers niveaux rovibrationnels (v=0 et 1, J=0 et 1)
de H+2 et D
+
2 a e´te´ publie´ par Taylor [59] en 1999. L’incertitude relative sur les
niveaux d’e´nergie atteint 5.10−13. Il s’agit d’un calcul variationnel en coordonne´es
sphe´ro¨ıdales pour lesquelles les e´le´ments de matrices se calculent analytiquement,
point essentiel pour obtenir des e´nergies pre´cises. En revanche, pour ces coor-
donne´es, il n’existe pas de re`gles de se´lection permettant d’obtenir des matrices
bandes, et le comportement a` longue distance des fonctions de base ne pre´sente
pas de de´croissance exponentielle dans la distance internucle´aire. Ces deux raisons
expliquent le fait que Taylor ne donne que les premiers niveaux rovibrationnels.
• En 1999, R.E. Moss a publie´ les e´nergies des deux premiers niveaux de vibration
1Se et 3P o de H+2 [60] avec une incertitude relative de l’ordre de 10
−12.
• En outre, des re´sultats encore plus pre´cis , au niveau de 10−14 unite´s atomiques, ont
e´te´ obtenus par T. K. Rebane [50] et Arias de Saavedra [51] pour l’e´nergie de l’e´tat
fondamental de divers syste`mes a` trois corps syme´triques.
Pendant plus d’un an, j’ai utilise´ intensivement les programmes de calcul des e´tats S et P
que j’ai e´crits aﬁn d’obtenir les e´nergies des e´tats lie´s Se et P o avec une pre´cision accrue
par rapport aux meilleurs re´sultats donne´s alors par R. E. Moss. J’ai mis en oeuvre une
strate´gie de calcul simple mais eﬃcace consistant a` diagonaliser le proble`me line´aire (1)
dans la plus grande base possible compatible avec la quantite´ de me´moire des calculateurs
du laboratoire, et a` balayer un vaste domaine des parame`tres variationnels α et β. De cette
manie`re, on de´termine les meilleures conditions de calcul pour chaque niveau vibrationnel
de l’ion mole´culaire conside´re´ en repe´rant la zone de stationnarite´ de l’e´nergie en fonction




cine´tique nul (J = 0) avec une incertitude relative de 10−14, limite´e par le bruit nume´rique
des calculs. Dans le cas de H+2 et D
+
2 , j’ai obtenu le de´but de la structure rotationnelle
en calculant les e´tats 3P o de moment cine´tique J = 1. Dans ce cas, le bruit nume´rique
apparaˆıt au niveau 10−11 u.a., probablement a` cause d’un plus mauvais conditionnement
du proble`me line´aire diagonalise´.
La pre´cision de nos calculs pour les e´tats de J = 0 est actuellement limite´e par
l’arithme´tique en double pre´cision que nous utilisons, mais non par la me´thode nume´rique
elle meˆme, ni par la troncature de la base. Il est donc possible d’aller au-dela` en eﬀectuant
les calculs en quadruple pre´cision, comme l’ont montre´ Drake [61] ou Korobov [62] dans
le cas de l’he´lium. Cela e´tant, nous obtenons une pre´cision satisfaisante vis-a`-vis de nos
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objectifs me´trologiques, et n’avons pas fait le saut vers la quadruple pre´cision.
4.5 Probabilite´s de transition a` deux photons
4.5.1 Motivations
L’ion mole´culaire H+2 est une espe`ce homonucle´aire syme´trique. Dans ce cas, on sait
qu’il n’existe aucune transition dipolaire e´lectrique entre les e´tats lie´s. En eﬀet, pour de
telles transitions, les re`gles de se´lection sont ∆J = 1 et conservent la syme´trie d’e´change
singulet-triplet. Or les seules syme´tries contribuant aux e´tats lie´s supporte´s par la courbe
d’e´nergie e´lectronique fondamentale de H+2 sont
1Se, 3P o, 1De, 3F o ... Il n’y a donc aucun
couplage possible.
Cela a deux conse´quences importantes : d’une part, l’absence de couplage dipolaire
e´lectrique interdit tout processus de relaxation radiatif eﬃcace des niveaux lie´s et explique
leur me´tastabilite´. L’autre conse´quence est que pour sonder optiquement la structure vi-
brationnelle des niveaux d’e´nergie, il faut utiliser des transitions a` deux photons. Avant
de de´marrer une expe´rience, il e´tait important de connaˆıtre l’ordre de grandeur des pro-
babilite´s d’excitation a` deux photons pour de´cider de sa faisabilite´.
4.5.2 Principe du calcul
Les seules probabilite´s de transition a` deux photons que nous sommes capables de
calculer pour l’instant sont les transitions entre e´tats de syme´trie 1Se. En eﬀet, ce calcul
fait intervenir les e´tats relais virtuels de syme´trie 1P o que nous sommes capables de de´crire.
En revanche, nous ne pouvons par exemple pas calculer de probabilite´s de transition entre
e´tats de syme´trie 1P o, car nous ne savons pas (pour l’instant) de´crire les e´tats relais virtuels
de syme´trie 1De.
A partir des e´nergies propres et des vecteurs propres des niveaux vibrationnels v de
syme´trie 1Se, le taux de transition a` deux photons a` re´sonance entre les niveaux v et v′
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∣∣∣∣ rz 1E −H rz
∣∣∣∣ Ψv′ 〉. (11)
Pour obtenir cette expression, on a suppose´ que la source lumineuse est polarise´e recti-
lignement dans la direction z du re´fe´rentiel du laboratoire. rz de´signe donc la projection
dans la direction z de la position de l’e´lectron relativement au centre des deux noyaux.
Dans l’expression de Qvv′ , Ψv et Ψv′ sont des e´tats
1Se, donc rzΨv et rzΨv′ sont des vec-
teurs de syme´trie 1P o. La connaissance de la restriction du hamiltonien au sous espace
1P o suﬃt donc pour calculer le produit qui donne Qvv′ . J’ai ainsi de´termine´ les valeurs
des Qvv′ pour les transitions entre les niveaux de nombre quantique v infe´rieur a` 10 dans
H+2 et D
+
2 . Les re´sultats publie´s dans l’article [64] (cinquie`me article inse´re´) mettent en
e´vidence l’existence d’une quasi-re`gle de se´lection ∆v = 1 puisque les transitions entre un
niveau v et le niveau v+1 sont beaucoup plus intenses que les transitions entre un niveau
v et les niveaux v + 2, v + 3 ...
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4.5.3 Ordres de grandeur expe´rimentaux
Pour de´duire de l’e´quation (10) les taux de transition a` re´sonance correspondants,
il faut se donner le ﬂux lumineux I et connaˆıtre la largeur Γf . J’ai choisi un ﬂux I =
100 W/mm2 accessible en injectant un laser d’un watt dans une cavite´ optique re´sonante
de surtension 100 et ayant un waist de l’ordre du mm. La largeur naturelle des niveaux
implique´s dans la transition n’est pas connue. Cette largeur est certainement tre`s faible car
il n’existe pas de couplage dipolaire e´lectrique permettant une relaxation radiative rapide
des niveaux (les expe´riences de G. Werth de mesure des populations vibrationnelles des
ions H+2 en pie`ge de Paul [65] attestent de leur longue dure´e de vie). L’ordre de grandeur
de la largeur Γf/2π = 10 kHz retenue dans l’estimation des taux de transitions est un
majorant d’une largeur ”instrumentale” de´termine´e par exemple par la largeur de raie du
laser d’excitation (1 kHz pour un laser a` CO2) ou bien par la dure´e d’interaction entre
les ions et les photons.
Pour la transition entre les niveaux J = 0, v = 0 et J = 0, v = 1, on obtient un taux
de transition de l’ordre de 400 s−1. Ce taux indique que la transition peut eˆtre induite
en des temps de l’ordre de la milliseconde et montre la faisabilite´ d’une expe´rience de
spectroscopie vibrationnelle sur des ions H+2 pie´ge´s.
4.5.4 Polarisabilite´s et de´placements lumineux
L’e´lement de matrice a` deux photons Qv,v′ permet aussi de calculer deux autres quan-
tite´s physiques inte´ressantes : la polarisabilite´ statique et la polarisabilite´ dynamique des
e´tats de H+2 ou de D
+
2 .
La polarisabilite´ statique de l’e´tat fondamental de H+2 a e´te´ calcule´e par diﬀe´rents
auteurs [66, 67, 68, 69, 70] de manie`re tre`s pre´cise, car elle est accessible expe´rimentalement
par spectroscopie des niveaux de Rydberg de l’hydroge`ne mole´culaire H2 [71]. En eﬀet, une
mole´cule d’hydroge`ne tre`s excite´e peut eˆtre vue comme un ion mole´culaire H+2 soumis au
champ du second e´lectron pe´riphe´rique. L’e´cart entre the´orie et expe´rience est de l’ordre
de grandeur de l’incertitude expe´rimentale. L’accord semble donc tre`s bon. Comme les
calculs utilisent des niveaux et des fonctions d’onde obtenus en ne´gligeant les contributions
relativistes et de QED, les progre`s expe´rimentaux futurs permettront de de´terminer les
contributions des eﬀets relativistes et de QED a` la polarisabilite´ de H+2 et stimuleront des
calculs incluant les eﬀets relativistes et radiatifs [72]. Notons que R. E. Moss a e´galement
calcule´ la polarisabilite´ du niveau vibrationnel fondamental des e´tats 3P o de H+2 [73].
La qualite´ des fonctions d’onde que nous obtenons nous a permis de calculer les pola-
risabilite´s des 10 premiers niveaux vibrationnels de H+2 et D
+
2 avec une pre´cision accrue
de deux ordres de grandeurs par rapports aux meilleurs re´sultats pre´ce´dents [64]. Nos
re´sultats ont e´te´ conﬁrme´s par un calcul plus re´cent de R. E. Moss [74].
Les calculs nume´riques des probabilite´s de transition a` deux photons et des polarisa-
bilite´s sont presque identiques. C’est donc l’obtention de polarisabilite´s ﬁables qui permet
d’avoir conﬁance et donc de valider les re´sultats nouveaux sur les taux de transition a`
deux photons et les ordres de grandeurs expe´rimentaux associe´s.
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4.6 Re´sonances des ions mole´culaires exotiques
4.6.1 Inte´reˆts des ions mole´culaires exotiques
Une des branches actuelles de la physique atomique est la spectroscopie des atomes
exotiques ou` l’e´lectron est remplace´ par une particule de meˆme charge, mais environ deux
cents fois plus lourde comme le muon µ− ou le pion π−. Pour ces espe`ces, le rayon de Bohr
est donc deux cents fois plus petit et l’e´chelle d’e´nergie deux cents fois plus grande que
dans les atomes ”e´lectroniques”. Par les e´nergies et les distances mises en jeu, les atomes
exotiques sont des sondes tre`s sensibles aux diverses contributions au de´placement de
Lamb des niveaux [75], en particulier les eﬀets de polarisation du vide, et les eﬀets lie´s
a` la structure interne du noyau. La spectroscopie des atomes pioniques comme p+π− ou`
les deux particules sont des hadrons ouvrent la voie de l’e´tude de l’interaction forte a` tre`s
basse e´nergie.
Le laboratoire Kastler Brossel est implique´ dans des expe´riences de spectroscopie de
l’hydroge`ne muonique ou de l’hydroge`ne pionique. Les atomes sont produits aupre`s de
l’acce´le´rateur de l’institut Paul Scherrer en Suisse en bombardant des cibles d’hydroge`ne
H2 ou de deute´rium D2 avec un faisceau de pions (le pion, qui a une dure´e de vie de
26 ns, se de´sinte`gre en muon qui vit 2.2 µs). La dynamique de la formation des atomes
d’hydroge`ne muonique est extre`mement complexe. Elle est de´crite par le me´canisme de
Vesmann [76] et fait intervenir les ions mole´culaires p+p+µ−. Notre e´quipe a donc na-
turellement e´te´ sollicite´e pour de´terminer la position en e´nergie et la dure´e de vie des
re´sonances des ions mole´culaires exotiques sous les limites de dissociation n = 2, 3 et 4.
L’e´tude des ions mole´culaires exotiques est un sujet assez ancien. La principale appli-
cation qui a motive´ leur e´tude est la fusion catalyse´e par muon. En eﬀet, pour obtenir la
fusion nucle´aire d’un noyau de tritium et d’un noyau de deute´rium, il faut eˆtre capable
de rapprocher les deux noyaux, puisque le taux de fusion est proportionnel au module
carre´ de la fonction d’onde du syste`me d+t+ a` distance nulle. L’ide´e de la fusion catalyse´e
par muon est d’utiliser le tre`s petit rayon de Bohr de l’espe`ce d+t+µ− pour approcher
les noyaux et provoquer la fusion. Le muon libe´re´ peut alors participer a` la cre´ation d’un
nouvel ion et donc induire une nouvelle fusion. On estime qu’au cours de sa vie un muon
peut catalyser jusqu’a` 150 fusions [77, 78].
Dans les espe`ces exotiques, le rapport de la masse des noyaux a` celle du muon ou
du pion est comprise entre 6.72 pour p+p+π− et 26.6 dans d+t+µ−. Il est beaucoup
plus faible que dans les espe`ces e´lectroniques et ne permet pas d’envisager de calculs
tre`s pre´cis dans l’approximation de Born-Oppenheimer. Des calculs variationnels prenant
entie`rement en compte la dynamique des trois corps en interaction Coulombienne pour
calculer les e´nergies des e´tats lie´s des ions mole´culaires exotiques ont e´te´ eﬀectue´s de`s
les anne´es 1950. On peut en trouver une revue succinte dans [79, 80, 81]. Le calcul de la
position des re´sonances s’est de´veloppe´ a` partir des anne´es 1980 [82, 83]. Quelques articles
donnent e´galement la largeur des re´sonances (et donc la dure´e de vie Coulombienne des
niveaux) [84, 85, 86] pour les espe`ces exotiques, l’he´lium ou H−.
4.6.2 La me´thode de la rotation complexe
Les re´sonances des ions mole´culaires sont des e´tats quasi-lie´s situe´s entre les limites
de dissociation de l’ion. Lorsqu’on re´sout nume´riquement l’e´quation de Schro¨dinger, on
obtient un ensemble de valeurs propres qui peuvent repre´senter soit des e´tats du continuum
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soit des re´sonances. La question qui se pose alors est de distinguer la nature des valeurs
propres obtenues.
Une premie`re re´ponse est donne´e par la me´thode de stabilisation. Elle utilise le fait
qu’en faisant varier les conditions du calcul en jouant sur la valeur des parame`tres va-
riationnels ou sur la taille de la base utilise´e, on modiﬁe la discre´tisation de l’espace
des e´tats, et donc la position des e´nergies du continuum discre´tise´, alors que les valeurs
propres correspondant a` des e´tats quasi-lie´s pre´sentent un comportement stationnaire. Ce
comportement est illustre´ pour les premie`res re´sonances 1Se de p+p+µ− sur la ﬁgure (6-a).
Une seconde re´ponse est apporte´e par la me´thode de la rotation complexe, introduite
par E. Baslev et J.M. Combes [87]. Elle est explique´e en de´tail dans le cas des potentiels
Coulombiens dans les articles de revue de Y.K. Ho, W.P. Reinhardt et N. Moiseyev [88, 89,
90]. Si on transforme les positions et les impulsions re´elles (r,p) en positions et impulsions
complexes (reiθ,pe−iθ), le hamiltonien hermitien H(r,p) est transforme´ en un ope´rateur
complexe :
H(r,p, θ) = H(reiθ,pe−iθ). (12)
Dans une base de fonctions re´elles telle que celle de´ﬁnie par les e´quations (8) et (9), la
matrice de H est syme´trique complexe. Les valeurs propres de H sont complexes et ont
des proprie´te´s inte´ressantes pour 0 ≤ θ < π/2 :
• les valeurs propres discre`tes de H sont les valeurs propres re´elles de H.
• un continuum de H associe´ a` une limite de dissociation donne´e est transforme´ en une
coupure dans le plan des e´nergies complexes, tourne´e d’un angle 2θ dans le demi-plan
infe´rieur autour de la limite de dissociation. Ceci est illustre´ par la ﬁgure (6-b).
• les re´sonances de H sont les valeurs propres complexes discre`tes de H. Du point de
vue mathe´matique, ce sont les poˆles du prolongement analytique de la re´solvante
z → 1/(H − z). Les parties re´elles donnent l’e´nergie des re´sonances et les parties
imaginaires sont directement lie´es au taux de dissociation (en unite´s atomiques) des
re´sonances par la relation :
Γ = −2Im(E) (13)
Les re´sonances n’apparaissent que si l’angle θ est suﬃsament grand pour que les continua
tourne´s ”de´couvrent” les re´sonances. Leur position est alors inde´pendante de θ.
Nume´riquement, la troncature de la base a plusieurs eﬀets. Elle provoque une
discre´tisation des continua, d’autant plus ﬁne que la base est plus grande. Elle abaisse
le´ge`rement les seuils de dissociation : en eﬀet, avec une base trop petite, un e´tat physique
lie´ tre`s proche d’un seuil (qui a donc une fonction d’onde tre`s e´tendue) ne peut pas eˆtre
bien repre´sente´ par la base : l’e´nergie correspondante n’apparaˆıt pas dans le spectre de
la matrice diagonalise´e. Enﬁn, la troncature de la base transforme θ en un parame`tre
variationnel supple´mentaire.
4.6.3 Calcul des re´sonances
La mise en oeuvre de la me´thode de la rotation complexe est particulie`rement simple
dans le cadre de nos calculs puisqu’elle consiste a` utiliser des parame`tres variationnels
complexes αeiθ et βeiθ. Du point de vue nume´rique, nous utilisons des programmes de
cre´ation et de diagonalisation des matrices dont les e´le´ments sont repre´sente´s en double
pre´cision complexe. L’algorithme de Lanczos dont la stabilite´ est prouve´e dans le cas de
matrices syme´triques re´elles reste stable pour de petits angles θ dans le cas des matrices
syme´triques complexes qui apparaissent ici.
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Fig. 6 – (a) : Energies propres des e´tats de syme´trie 1Se de p+p+µ− en fonction du
parame`tre variationnel β (voir e´quations (8) et (9)). On distingue clairement les valeurs
propres inde´pendantes de β qui donnent les re´sonances, des valeurs propres des continua.
Les parame`tres du calcul sont α = 1, θ = 0 (pas de rotation complexe). La troncature de
la base est de´ﬁnie par Nbase = 46 et Nxmax = 22. La taille de base est 8122. (b) : Spectre
obtenu avec un angle de rotation complexe θ = 0.15 et β = 1. On observe l’e´tat lie´ de
syme´trie 1Se sous la limite de dissociation n = 1 et un continuum discre´tise´ tourne´ d’un
angle 2θ juste au dessus. Sous la limite de dissociation n = 2, on observe des valeurs
propres discre`tes, les re´sonances, et au dessus, des continua. Le meˆme phe´nome`ne se
re´pe`te pour chaque limite de dissociation. L’e´chelle utilise´e pour l’axe imaginaire permet
de voir les continua tourne´s, mais ne permet pas de distinguer la tre`s faible partie imagi-
naire des e´nergies des re´sonances. La discre´tisation des continua qui apparaˆıt clairement
sur le graphe (b) se retrouve pour θ = 0 sur le graphe (a) si on regarde les valeurs propres
pour un β ﬁxe´.
33
Aﬁn de re´pondre a` la demande des physiciens des atomes exotiques de l’institut Paul
Scherrer, je me`ne actuellement le calcul syste´matique des re´sonances des e´tats 1Se, 3Se,
3P o et 1P o des ions mole´culaires ppµ, ddµ, ppπ, ddπ et dtµ sous les limites de dissociation
n = 2, 3 et 4, avec une incertitude relative de l’ordre de 10−9 sur les e´nergies et de 10−3
sur les largeurs. Nos re´sultats pour les e´nergies sont en accord avec ceux qu’on trouve
dans la litte´rature cite´e dans le paragraphe 4.6.1, et apportent un progre`s en pre´cision
de 2 ou 3 ordres de grandeur. Les re´sultats sur la largeur des re´sonances sont nouveaux
pour beaucoup d’entre eux. Les quelques largeurs de´ja` publie´es sont moins ﬁables et
moins pre´cises que les notres, et ne sont pas toujours en bon accord avec les notres.
L’ensemble de ces re´sultats fera l’objet d’une publication. La Table (4) donne a` titre
d’exemple la position dans le plan complexe des re´sonances 1Se de ppµ et ddµ sous la
limite de dissociation n = 2.
p+p+µ−
v R(E) Eb Im(E) Im(E) Γ
u.a.µ eV u.a. meV ps−1
0 -.146 404 681 6 191.615 469 1.513e-07 0.851 2.587
1 -.128 885 489 9 93.044 609 2.625e-07 1.477 4.488
2 -.118 028 795 2 31.959 950 2.062e-07 1.16 3.525
3 -.113 949 703 8 9.009 144 6.157e-08 0.346 1.053
4 -.112 844 247 0 2.789 346 1.944e-08 0.109 0.332
5 -.112 504 564 1 0.878 137 6.15e-09 0.035 0.105
Ediss. -.112 348 491 1
d+d+µ−
µeV ns−1
0 -.157 099 321 6 218.111 562 3.411e-10 1.919 5.832
1 -.142 377 329 0 135.279 000 1.031e-09 5.801 17.626
2 -.131 302 505 8 72.967 056 1.630e-09 9.171 27.867
3 -.124 003 892 2 31.901 768 1.453e-09 8.175 24.841
4 -.120 576 317 1 12.616 686 6.674e-10 3.755 11.410
5 -.119 277 925 0 5.311 348 2.914e-10 1.640 4.982
6 -.118 738 317 4 2.275 272 1.27e-10 0.715 2.17
7 -.118 508 325 0 0.981 231 5.5e-11 0.31 0.94
Ediss. -.118 333 928 9
Tab. 4 – Position dans le plan complexe des premie`res re´sonances 1Se des ions
mole´culaires p+p+µ− et d+d+µ− sous la limite de dissociation n = 2. Les rapports
de la masse du muon a` celle du proton ou du deute´ron sont Mp/mµ = 8.8802444 et
Md/mµ = 17.7516751219 [91]. L’unite´ atomique muonique (u.a.µ) d’e´nergie est EI =
5626.45046135 eV. Les limites de dissociation Ediss. sont obtenues avec l’e´quation (5). La
colonne 1 donne le nombre quantique de vibration v des re´sonances. Les colonnes 2 et 3
donnent la position R(E) et l’e´nergie de liaison Eb = (Ediss. −R(E))EI . Les colonnes 4
et 5 donnent la partie imaginaire des e´nergies, en unite´ atomique muonique et en meV.
La sixie`me colonne donne le taux de dissociation Coulombienne obtenu en utilisant la
relation (13). Ces re´sultats ont e´te´ obtenus avec une base contenant 41223 fonctions, avec
N = 118 et Nxmax = 18.
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4.6.4 Interpre´tation des re´sultats
Les e´nergies de liaison des re´sonances donne´es dans la seconde colonne de la table (4)
suivent une loi de de´croissance exponentielle en fonction du nombre vibrationnel v. L’ap-
proximation de Born Oppenheimer fournit une explication simple de ce phe´nome`ne. En
eﬀet, les re´sonances sont supporte´es par la courbe d’e´nergie potentielle de syme´trie 3dσg
(nη = 2, nξ = 0,Λ = 0). Pour de grandes distances internucle´aires R, le syste`me physique
peut eˆtre vu comme un atome p+µ− place´ dans le champ e´lectrostatique Coulombien du
second noyau. L’atome p+µ− dans le niveau n = 2 posse`de une polarisabilite´ line´aire, ce
qui permet de montrer qu’a` grande distance la courbe d’e´nergie potentielle varie comme
−A/R2 sous la limite de dissociation, avec A = 3. Dans un tel potentiel, l’e´quation de








ψ(R) = −K2 ψ(R), (14)
ou` −K2 > 0 est proportionnel a` l’e´nergie de liaison, γ2 = 2MA et ou` M est la masse
re´duite des deux noyaux. Le potentiel en 1/R2 pur est pathologique au sens ou` les condi-
tions de normalisation des fonctions d’onde ne de´terminent pas des niveaux d’e´nergie
discrets. Ne´anmoins, si on impose a` deux e´tats d’e´nergie distinctes d’eˆtre orthogonaux,
on montre [92, 93] que les e´nergies de liaison de´croissent vers la limite de dissociation en




Ce comportement correspond exactement a` celui pre´dit par la re`gle de quantiﬁcation
semi-classique de Bohr-Sommerfeld. La ﬁgure (7) illustre ce comportement exponentiel
des e´nergies de liaison pour les re´sonances de p+p+µ− et d+d+µ− de la table (4). Les
de´cre´ments logarithmiques 1.16 et 0.851 obtenus par ajustement des points sont en bon
accord avec la formule (15) qui donne 1.22 et 0.863 pour les masses indique´es dans la
table (4). L’accord peut eˆtre sensiblement ame´liore´ si on utilise comme masse re´duite non
pas celle des deux protons (ou deux deutons), mais celle du mouvement relatif d’un proton
et d’un atome d’hydroge`ne muonique qui vaut M(M + 1)/(2M + 1) ou` M est la masse
du proton en unite´s atomiques muoniques : on attend dans ce mode`le les de´cre´ments 1.19
et 0.851.
La table (4) montre e´galement que les dure´es de vie Coulombiennes d’un meˆme e´tat
des deux isotopes p+p+µ− et d+d+µ− sont tre`s diﬀe´rentes. A l’approximation de Born
Oppenheimer a` l’ordre 0, valable pour des noyaux tre`s lourds, il n’y a pas de couplage
entre les e´tats supporte´s par les diverses courbes e´lectroniques. Les re´sonances sont donc
des e´tats stables. Les couplages et donc les taux de de´sexcitation des re´sonances sont
d’autant plus importants que la masse des noyaux diminue. On comprend ainsi que les
re´sonances de d+d+µ− aient une dure´e de vie beaucoup plus longue (plus de 2 ordres de
grandeur) que celles de p+p+µ−.
4.6.5 Conclusion et perspectives
Dans les expe´riences mene´es a` l’institut Paul Scherrer, les atomes exotiques p+µ− ou
p+π− sont cre´e´s dans des e´tats excite´s avec n ≈ 14. Ils sont de´tecte´s par spectrome´trie des
rayons X e´mis lors de leur de´sexcitation. La pre´sence d’ions mole´culaires dans des e´tats
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Fig. 7 – Partie re´elle des e´nergies des re´sonances 1Se de p+p+µ− et d+d+µ− sous la
limite de dissociation n = 2 en fonction du nombre quantique de vibration v. Les donne´es
sont issues de la table (4). Les tirets sont les ajustements des e´nergies de liaison par la
loi exponentielle donne´e par l’e´quation (15).
quasi-lie´s sous les limites de dissociation n = 2, 3, ... devrait eˆtre re´ve´le´e par la pre´sence
de raies satellites dans le rouge des raies atomiques correspondantes. A ce jour, les ions
mole´culaires exotiques n’ont pas e´te´ clairement identiﬁe´s dans les expe´riences du PSI sur
l’hydroge`ne muonique [94]. Pour une re´sonance d’un ion mole´culaire exotique, il existe
deux voies de de´sexcitation. La premie`re est la dissociation Coulombienne, dont le taux
est directement lie´ a` la partie imaginaire de l’e´nergie complexe de la re´sonance. A partir
de la table (4), on obtient des dure´es de vie de l’ordre d’une fraction de ps pour p+p+µ−,
et de l’ordre de 200 ps pour d+d+µ−. Cette voie ne participe pas au signal de rayons X. La
seconde voie est la de´sexcitation radiative des re´sonances dont la dure´e de vie est estime´e
a` 17 ps pour les deux isotopes. Ces ordres de grandeur expliquent clairement pourquoi
on n’observe pas de raies X satellites dues a` p+p+µ−. Ils montrent aussi que des raies
satellites sont attendues dans le cas de d+d+µ et qu’elles seront un outil de diagnostic des
populations des diﬀe´rentes re´sonances.
Si les dure´es de vie Coulombiennes des re´sonances sont tre`s bien connues par nos cal-
culs, la dure´e de vie radiative de 17 ps n’est qu’une estimation. A partir de nos re´sultats
(e´nergie et fonction d’onde des re´sonances), j’ai le projet de calculer la dure´e de vie radia-
tive des re´sonances qui est lie´e aux e´le´ments de matrice de l’ope´rateur dipoˆle e´lectrique
entre la re´sonance de de´part et les e´tats ﬁnals possibles.
5 Le proble`me a` trois corps en deux dimensions
5.1 Motivations
Le nombre de travaux consacre´s a` l’e´tude the´orique ou expe´rimentale de l’he´lium en
deux dimensions est extre`mement faible. C’est en physique du solide que le proble`me
a` trois corps en deux dimensions a d’abord e´te aborde´. En eﬀet, sous forte irradiation
lumineuse, les e´lectrons et les trous cre´e´s dans un semiconducteur peuvent former non
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seulement des excitons hydroge´no¨ıdes (paire e´lectron-trou he), mais aussi des excitons
charge´s, ou trions (hhe et hee). De`s 1958, Lampert [95] a indique´ que les trions devraient
eˆtre observables a` tre`s basse tempe´rature, entre 1 et 4 K ou` leur e´nergie de liaison est
supe´rieure a` kT . Plus tard, A.I. Bobrysheva ou B. Ste´be´ ont compris [96, 97] que les
trions seraient plus facilement observables dans des structures a` deux plutoˆt qu’a` trois
dimensions ou` leur e´nergie de liaison est plus grande. En eﬀet, les trions sont alors plus
stables et sont a` l’origine de raies satellites des raies excitoniques mieux se´pare´es. C’est en
1993 que les premie`res observations expe´rimentales de trions dans des structures quasi 2D
ont e´te´ rapporte´es [98]. Les e´lectrons et les trous ont des masses eﬀectives qui de´pendent de
la nature des semi-conducteurs. Le rapport de leur masse mh/me peut varier de quelques
unite´s a` quelques dizaines. Le calcul des e´nergies de liaison des trions requiert donc une
approche non adiabatique. Les calculs publie´s concernent l’e´tat fondamental du trion, et
utilisent un traitement variationnel du hamiltonien complet [96, 97] ou d’un hamiltonien
approche´ [99]. Une des signatures des raies dues aux trions est leur comportement dans un
champ magne´tique intense perpendiculaire au plan du semiconducteur. Cette signature a
e´te´ e´tudie´e par B. Ste´be´ [100] et D.A. Whittaker [101] et constitue un des de´veloppements
possibles de nos calculs.
A ma connaissance, la re´solution comple`te du proble`me a` trois corps en deux dimen-
sions n’a jamais e´te´ aborde´ en physique atomique. Seule une re´fe´rence explore le proble`me
de l’ion mole´culaire H+2 en deux dimensions [102], dans le cadre de l’approximation de
Born-Oppenheimer pour donner les premie`res courbes d’e´nergie potentielle. Le proble`me
de l’he´lium en deux dimensions est ne´anmoins inte´ressant. En eﬀet, classiquement, les
mouvements de moment cine´tique total nul du ”vrai” he´lium 3D se passent dans un plan
ﬁxe et sont identiques aux mouvements classiques du syste`me 2D. Par ailleurs, B. Eck-
hart et K. Sacha [103] ont re´cemment montre´ que la dynamique des e´tats Se de l’he´lium
au voisinage du seuil de double ionisation se passe essentiellement dans le plan des trois
charges.
C’est sous l’impulsion conjointe de Dominique Delande pour l’aspect atomique et de
Monique Combescot pour l’aspect trions que j’ai de´veloppe´ un mode`le quantique exact du
proble`me Coulombien a` trois corps qui conduit a` une e´criture polynomiale de l’e´quation
de Schro¨dinger en terme de quatre oscillateurs harmoniques inde´pendants. L’e´quation
de Schro¨dinger se rame`ne alors a` un proble`me line´aire du type (1) ayant les proprie´te´s
requises (voir section 3.1) pour obtenir eﬃcacement des solutions pre´cises.
5.2 Les nouvelles coordonne´es
Les ope´rations de syme´trie laissant invariant le hamiltonien du proble`me Coulombien
a` trois corps et a` deux dimensions sont l’invariance par rotation autour d’un axe ∆
perpendiculaire au plan, la parite´ (qui est la rotation d’angle π autour de ∆), et l’e´change
dans le cas ou` deux des particules sont identiques. Les e´tats propres du hamiltonien
peuvent donc eˆtre inde´xe´s par un nombre quantique ”magne´tique” ML, et e´ventuellement
la syme´trie d’e´change, la parite´ de l’e´tat e´tant (−1)ML.
Les 6 coordonne´es ne´cessaires pour repe´rer les trois particules dans leur plan se
rame`nent a` quatre coordonne´es dans le re´fe´rentiel du centre de masse. Comme je l’ai
indique´ dans la section 3.1, c’est le choix du syste`me de coordonne´es qui de´termine l’ex-
pression du hamiltonien et donc la possibilite´ de de´ﬁnir une base de fonctions qui donne de














Fig. 8 – Deux conﬁgurations diﬀe´rentes des trois charges qui conduisent aux meˆmes co-
ordonne´es pe´rime´triques.
Il e´tait tentant d’essayer de reprendre les coordonne´es pe´rime´triques donne´es par
l’e´quation (7) qui ont fait le succe`s de notre me´thode en trois dimensions. Ce sont en
eﬀet trois coordonne´es radiales qui repe`rent la position des trois particules dans le plan
et qui, jointes a` un angle de rotation φ autour de ∆ semblent utilisables pour le proble`me
strictement plan. Or, il n’en est rien, car comme le montre la ﬁgure (8), diﬀe´rentes conﬁ-
gurations des trois charges conduisent aux meˆmes coordonne´es pe´rime´triques ! En trois
dimensions, cette ambiguite´ n’existe pas car les coordonne´es pe´rime´triques sont associe´es
a` trois angles d’Euler qui repe`rent l’orientation d’un trie`dre lie´ aux trois particules par
rapport a` un re´fe´rentiel ﬁxe.
Un nouveau syste`me de coordonne´es a donc e´te´ introduit. Il est fortement inspire´
des coordonne´es paraboliques bien connues pour traiter eﬃcacement l’eﬀet Stark de l’hy-
droge`ne [104] ou bien le proble`me de l’hydroge`ne en deux dimensions [105]. Il satisfait
les trois derniers crite`res e´nonce´s dans la section 3.1, et ouvre donc la voie a` des calculs
nume´riques eﬃcaces. Le premier crite`re n’est pas ve´riﬁe´ car les fonctions de base impose´es
par les nouvelles coordonne´es pre´sentent une de´croissance a` longue distance le´ge`rement
moins rapide que la de´croissance exponentielle attendue. Cela ne semble pas avoir de
conse´quence sur la convergence nume´rique des e´nergies propres.
5.3 Re´sultats
Le mode`le exact du proble`me a` trois corps Coulombien en deux dimensions permet
de mode´liser tous les e´tats de moment cine´tique ML possibles. Le premier syste`me e´tudie´
est l’atome d’he´lium avec un noyau de masse inﬁnie. Les re´sultats obtenus font l’objet de
la sixie`me publication inse´re´e [106]. Les e´nergies obtenues sont en tre`s bon accord avec
les se´ries de Rydberg attendues dans le mode`le du de´faut quantique. Cela a permis de
de´terminer les de´fauts quantiques de l’he´lium 2D, et surtout de valider la me´thode de
calcul.
Les de´veloppements futurs de ce nouveau mode`le sont multiples, certains faisant l’objet
de collaborations.
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• En prenant en compte le mouvement du noyau ne´glige´ dans le cas de l’he´lium, il
est possible de de´terminer l’e´nergie de l’e´tat fondamental des trions hee et hhe en
fonction du rapport des masses mh/me. Nos re´sultats ”exacts” montrent que ceux
de B. Ste´be´ [97] sont justes a` mieux que un pour cent pre`s, et que les calculs plus
re´cents de A. Thilagam [99] donnent des re´sultats beaucoup moins ﬁables.
• J’ai e´galement montre´ qu’avec nos coordonne´es, il est possible de prendre en compte
l’action d’un champ e´lectrique exte´rieur. Cela ouvre la voie a` l’e´tude de la dyna-
mique de l’he´lium 2D en champ continu ou alternatif. Ce travail se de´veloppe en
collaboration avec les groupes de A. Buchleitner ou de K. Sacha.
• Enﬁn, le de´veloppement des calculs applique´s a` la physique des trions passe par la
prise en compte d’un champ magne´tique perpendiculaire au plan du semiconducteur.





Les projets de recherche que je souhaite de´velopper sont principalement de nature
expe´rimentale. Ils s’inscrivent dans la continuite´ des travaux pre´sente´s dans ce me´moire,
toujours avec une vise´e me´trologique.
Ils consistent a` construire une expe´rience pour mesurer, avec une incertitude d’inte´reˆt
me´trologique, la fre´quence d’une transition a` deux photons de l’ion mole´culaire H+2 et
d’en de´duire une nouvelle de´termination du rapport M/m des masses du proton et de
l’e´lectron. En eﬀet, si on fait abstraction des eﬀets relativistes et radiatifs (i.e. relevant
de l’e´lectrodynamique quantique), le hamiltonien de l’ion mole´culaire H+2 , en unite´s ato-
miques, ne de´pend que d’un seul parame`tre, le rapport M/m. On conc¸oit donc aise´ment
que la mesure d’une fre´quence de transition entre deux niveaux de H+2 permette de
de´terminer ce rapport. L’incertitude sur la mesure envisage´e est susceptible d’ame´liorer
celle sur M/m d’un facteur 10 par rapport a` la valeur recommande´e par l’ajustement des
constantes fondamentales de 1999 (CODATA) [91]. La premie`re transition e´tudie´e sera la
transition a` deux photons sans eﬀet Doppler entre les niveaux J = 0, v = 0 et J = 0, v = 1
de H+2 . En eﬀet, pour cette transition, on be´ne´ﬁcie d’une quasi co¨ıncidence avec une raie
d’e´mission du laser a` CO2 a` 9.128 µm. Nos calculs pre´voient un taux de transition d’en-
viron 400 s−1 pour un ﬂux laser de 100 W/mm2 et une largeur de raie expe´rimentale de
10 kHz [64]. Les principales parties de cette expe´rience sont :
Le pie`ge : Les e´tats lie´s de H+2 ont une tre`s longue dure´e de vie, les raies atten-
dues sont donc tre`s e´troites. Concre`tement, elles devront eˆtre observe´es pendant des
temps d’interaction de l’ordre de la milliseconde, avec un laser e´troit, de largeur
infe´rieure au kHz. Les ions seront donc conﬁne´s dans un pie`ge. On a choisi d’utiliser
un pie`ge quadrupolaire radio fre´quence (pie`ge de Paul), fonctionnant sous ultra-
vide pour limiter les collisions avec le gaz re´siduel. Le nombre d’ions commune´ment
obtenu dans ce genre de pie`ge est de 105 a` 106.
Production d’ions dans l’e´tat J = 0, v = 0 : Dans un premier temps, les ions H+2
seront produits par bombardement e´lectronique a` partir de H2. Cette me´thode tre`s
simple a` mettre en oeuvre produit des ions avec une distribution de niveaux rovibra-
tionnels qui ne contient que quelques % d’ions dans le niveau souhaite´ (J = 0, v = 0).
Pour observer commode´ment la transition v = 0 → v = 1, il faut e´liminer les ions
produits dans les e´tats de v > 0 par photodissociation se´lective avec un laser ul-
traviolet. Il est ainsi possible de pre´parer un nuage d’ions H+2 dans le seul e´tat
vibrationnel v = 0. (L’absence de couplages a` un photon entre e´tats lie´s de H+2 as-
sure la pe´rennite´ dans le temps des populations rovibrationnelles des ions, malgre´ les
interactions Coulombiennes entre les ions). Dans un second temps, nous envisageons
de produire les ions H+2 dans l’e´tat rovibrationnel de´sire´ (J = 0, v = 0) par ionisa-
tion multiphotonique de la mole´cule d’hydroge`ne. Il existe en eﬀet un processus a`
3+1 photons (de longueur d’onde proche de 302 nm) qui utilise comme niveau relai
l’e´tat C 1Πu de H2, et qui produit se´lectivement les ions H
+
2 dans l’e´tat v = 0 [107].
Le laser d’excitation : Pour exciter la transition a` deux photons sans eﬀet Doppler,
on utilisera un laser a` CO2 a` 9.128 µm, qui sera construit en collaboration avec le
BNM/LPTF. Pour obtenir un ﬂux de l’ordre de 100 W/mm2, il sera indispensable
d’utiliser une cavite´ optique re´sonnante de surtension 100 environ. Ulte´rieurement,
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pour sonder les transitions entre e´tats lie´s de H+2 pour lesquelles il n’existe pas de
co¨ıncidence avec les raies du laser a` CO2, nous pensons utiliser des diodes laser
infrarouge de puissance (a` transitions intra-bande) qui sont apparues re´cemment.
La de´tection : Apre`s transition vers l’e´tat v = 1, les ions excite´s seront de´tecte´s par
photodissociation en H + H+, en utilisant le meˆme laser UV que pour l’e´tape de
pre´paration. Comme il est possible de faire fonctionner le pie`ge de Paul dans des
conditions ou` les protons H+ produits restent conﬁne´s, il reste alors a` ouvrir le pie`ge,
a` se´parer les protons des ions H+2 par un temps de vol, et a` les compter a` l’aide d’un
multiplicateur d’e´lectrons. Les e´tapes de pre´paration, d’excitation et de de´tection
pre´vues permettront d’obtenir un signal sur fond noir, c’est a` dire de´tectable malgre´
le faible nombre d’ions attendus dans l’e´tat initial de la transition (de l’ordre de
1000 pour chaque remplissage du pie`ge).
Vers une expe´rience de me´trologie : Le premier but de l’expe´rience est l’obser-
vation de la transition a` deux photons sans eﬀet Doppler entre e´tats lie´s de H+2 , et
l’analyse de ses caracte´ristiques spectroscopiques. A partir de la`, l’expe´rience pourra
eˆtre optimise´e dans une perspective me´trologique.
Les perspectives scientiﬁques de cette expe´rience sont multiples.
• Le rapport M/m est une des constantes physiques fondamentales dont les valeurs
sont pe´riodiquement e´value´es par un comite´ international (CODATA) a` partir des
donne´es les plus pre´cises de la litte´rature. La de´termination actuelle de ce rapport
repose essentiellement sur la comparaison des fre´quences cyclotron de l’e´lectron
et d’ions atomiques [108] ; son incertitude relative est de 2 10−9. A cet e´gard,
l’inte´reˆt de l’expe´rience propose´e est double. D’une part, on peut espe´rer ame´liorer
la connaissance de cette constante fondamentale d’un facteur 10. D’autre part,
la de´termination d’une quantite´ physique par une me´thode unique, aussi pre´cise
soit-elle, risque toujours d’eˆtre entache´e d’erreurs syste´matiques non controˆle´es. Il
est donc tre`s important de disposer de plusieurs me´thodes pour la de´termination
d’une meˆme quantite´. Or la me´thode que nous proposons ici pour mesurer M/m est
entie`rement diﬀe´rente de celles utilise´es jusqu’a` maintenant.
• La spectroscopie de l’espe`ce mole´culaire la plus simple, H+2 , est tre`s mal connue.
Seules des transitions purement rotationnelles [109], ou dipolaires e´lectriques entre
e´tats proches de la limite de dissociation ont e´te´ observe´es [110]. Nous proposons ici
d’utiliser une transition a` deux photons tre`s e´troite, entre les deux premiers niveaux
vibrationnels, qui n’a jamais e´te´ observe´e.
• Cette expe´rience est de nature a` stimuler des progre`s importants dans le domaine de
l’e´lectrodynamique quantique des syste`mes mole´culaires simples, jusqu’a` maintenant
peu e´tudie´. En eﬀet, pour obtenir une de´termination de M/m avec une incertitude
de 10−10, il faut connaˆıtre les corrections relativistes et radiatives a` l’e´nergie des
niveaux e´tudie´s avec une pre´cision 30 fois meilleure que celle dont on dispose pour
l’instant. D’apre`s plusieurs spe´cialistes d’e´lectrodynamique quantique en physique
atomique, un calcul de ces corrections paraˆıt re´alisable. Il sera eﬀectue´ dans le
cadre de collaborations internationales et be´ne´ﬁciera de l’expertise scientiﬁque de
P. Indelicato au LKB.
Le projet expe´rimental propose´ ici n’est pas isole´ dans le contexte international. Ac-
tuellement, il existe trois familles d’expe´riences visant a` de´terminer le rapport des masses
du proton et de l’e´lectron. Tout d’abord l’expe´rience du groupe de Van Dyck [108] com-
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pare les fre´quences cyclotron de l’e´lectron et d’ions atomiques ; elle est principalement a`
l’origine de la valeur retenue actuellement dans le CODATA. La seconde me´thode repose
sur la mesure du facteur gyromagne´tique de l’e´lectron dans des ions hydroge´no¨ıdes, et la
comparaison avec les pre´dictions the´oriques de la QED [33, 111]. Cette me´thode est en
passe de diminuer l’incertitude d’un facteur 3. La troisie`me me´thode, qui repose sur la
spectroscopie d’espe`ces compose´es de protons et d’e´lectrons, est celle que nous proposons
ici. Il faut noter qu’un projet similaire est de´veloppe´ en Allemagne, a` Dusseldorf dans le
groupe de S. Schiller [112], en utilisant des transitions entre e´tats lie´s de l’ion mole´culaire
HD+.
En soutien a` l’expe´rience de spectroscopie a` deux photons de H+2 , plusieurs calculs sur
les ions H+2 et ses varie´te´s isotopiques sont a` pre´voir, aﬁn d’eˆtre en mesure de diversiﬁer
les transitions ou` l’expe´rience et la the´orie peuvent eˆtre compare´s. Dans cette perspective,
je me propose de :
• Calculer les e´tats De de H+2 pour eˆtre en mesure d’e´valuer les probabilite´s de tran-
sition a` deux photons entre e´tats 3P o.
• Mettre en oeuvre le calcul les e´tats P o de l’ion mole´culaire HD+, aﬁn de pre´dire
l’ordre de grandeur de la probabilite´ de transition a` deux photons entre les e´tats
que S. Schiller se propose de sonder [112].
Enﬁn, je compte e´galement d’une part achever le calcul des e´nergies des re´sonances
des ions mole´culaires exotiques et comparer leur dure´e de vie Coulombienne a` leur dure´e
de vie radiative, et d’autre part poursuivre les calculs sur le mode`le de l’he´lium en deux






A Approximation de Born-Oppenheimer
Dans l’approximation de Born-Oppenheimer, pour l’ion mole´culaire H+2 , on traite
quantiquement le mouvement de l’e´lectron dans le potentiel cre´e´ par les noyaux se´pare´s
d’une distance R ﬁxe´e. Le moment cine´tique total est conserve´ et donne les deux nombres
quantiques exacts L et M . Comme le mouvement e´lectronique est traite´ pour des noyaux
ﬁxes, la projection du moment cine´tique sur l’axe internucle´aire est e´galement conserve´e.
Le nombre −L ≤ T ≤ L associe´ a` cette projection est donc un nombre quantique dans
l’approximation de Born-Oppenheimer 5. Comme il existe une de´ge´ne´rescence essentielle
entre les niveaux de nombre T et −T , on utilise le nombre λ = |T |.
La position de l’e´lectron peut eˆtre repe´re´e par les trois angles d’Euler (ψ, θ, φ) et les co-
ordonne´es sphe´ro¨ıdales (aussi appele´es coordonne´es elliptiques) pour lesquelles l’e´quation







leurs domaines de variation sont inde´pendants et donne´s par −1 ≤ η ≤ 1 et 1 ≤ ξ ≤ ∞.
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sont respectivement la fonction d’onde e´lectronique et la fonc-
tion d’onde de vibration. La recherche des solutions de carre´ inte´grable des e´quations de
Schro¨dinger eﬀectives en η et ξ conduisent pour chaque distance R a` une quantiﬁcation
des niveaux d’e´nergie e´lectronique possibles. Le trace´ de ces niveaux donne la ﬁgure (5).
Chaque niveau est simplement indexe´ par les nume´ros de la solution en η et de celle en ξ.
La parite´ e´lectronique πe e´tant une ope´ration de syme´trie exacte, les niveaux ont une pa-
rite´ e´lectronique bien de´ﬁnie, appele´e syme´trie u/g. Finalement, les courbes e´lectroniques
Born-Oppenheimer du proble`me a` trois corps Coulombien peuvent eˆtre classe´es a` l’aide
des cinq nombres quantiques (L,M, nη, nξ, λ) et de la syme´trie u/g. La dernie`re e´tape du
calcul consiste a` calculer les niveaux vibrationnels v du mouvement relatif des noyaux
dans les potentiels e´lectroniques. On peut de´terminer quelles sont les syme´tries exactes
qui donnent des niveaux supporte´s par les courbes e´lectroniques d’indices (nη, nξ, πe, λ)
en utilisant les re´sultats suivants :
• La parite´ comple`te Π, la parite´ e´lectronique et l’e´change des noyaux P12 sont lie´es
par Π = πeP12.
• La parite´ e´lectronique est donne´e par πe = (−1)λ+nη .
• λ ≤ L.
5Dans les me´thodes exactes, on prend en compte entie`rement les couplages entre les e´tats de T
diﬀe´rents (T-mixing).
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• L’e´tude de la structure angulaire des e´tats de moment cine´tique total L montre que
si λ = 0, la seule parite´ possible est Π = (−1)L.
Enﬁn, le diagramme de corre´lation (voir ﬁgure (5)) peut eˆtre construit en sachant que :





+Λ+1 ou` [ ] de´signe
la partie entie`re.
• A la limite de l’atome uni (R=0), l’e´tat e´lectronique mole´culaire (nη, nξ, λ = |T |)
tend vers un e´tat hydroge´no¨ıde (n0, lo, m0) tel que :

n0 = nξ + nη + T + 1




B Factorisation des fonctions d’onde
La me´thode pour de´terminer quelle peut eˆtre la factorisation des fonctions d’onde des
e´tats S, P , D ... du proble`me a` trois corps consiste a` e´tudier un syste`me plus simple,
connu et ayant les meˆmes syme´tries : un atome compose´ d’un noyau de masse inﬁnie
et de deux e´lectrons pour lesquels on ne´glige la re´pulsion e´lectronique. L’ensemble des
























Fig. 9 – Les positions des deux e´lectrons par rapport au noyau sont r1 et r2. Elles sont
repre´sente´es en tirets. Le vecteur qui relie les deux e´lectrons est R = r1−r2. Les points H1,
H2 et H sont les projections de r1, r2 et R dans le plan (xy). Les coordonne´es sphe´riques
de chacun des e´lectrons sont (r1, θ1, ϕ1) et (r2, θ2, ϕ2). Les coordonne´es sphe´riques de R
sont (R, θ,Ψ). Le vecteur r qui joint le noyau au barycentre des deux e´lectrons est repe´re´
en coordonne´es cylindriques (ρ,Φ, ζ) dans la base mobile (uθ,uΦ,uR) des coordonne´es
sphe´riques de R.
Les e´nergies et les fonctions propres du syste`me bi-hydroge´no¨ıde sont connues. Si on
choisit de diagonaliser simultane´ment le hamiltonien et les moments cine´tiques individuels
des deux e´lectrons, on indexe les e´tats propres par les nombres quantiques (n1, l1, m1) et
(n2, l2, m2). Les e´nergies propres ne de´pendent que de n1 et n2. Si on repe`re chaque
e´lectron par ses coordonne´es sphe´riques par rapport au noyau (r1, θ1, ϕ1) et (r2, θ2, ϕ2),
les fonctions propres sont donne´es par :
〈r1, θ1, ϕ1, r2, θ2, ϕ2|n1, l1, m1, n2, l2, m2〉 = Rl1n1(r1)Y m1l1 (θ1, ϕ1)Rl2n2(r2)Y m2l2 (θ2, ϕ2). (20)
On peut e´galement choisir de diagonaliser simultane´ment le hamiltonien, le moment
cine´tique total et la parite´. On introduit alors les syme´tries Se, P e, P o, De etc, du proble`me
a` trois corps, et les e´tats |J,M〉 associe´s. On repe`re alors le syste`me a` l’aide de trois
angles d’Euler (θ,Ψ,Φ) de´ﬁnis sur la ﬁgure (9) et de trois coordonne´es radiales. Il existe
de nombreux choix de coordonne´es radiales. Un choix naturel consiste a` utiliser les deux
distances r1 et r2 et le cosinus de l’angle entre les positions des deux e´lectrons cos θ12.
On utilisera en fait plutoˆt les coordonne´es (r1, r2, r1.r2) car ces trois quantite´s ont des
expressions line´aires ou quadratiques en coordonne´es pe´rime´triques (voir e´quation (7)).
On a en eﬀet r1 = (x+ y)/2, r2 = (x+ z)/2 et r1.r2 = (x(x+ y+ z)− yz)/4. On utilisera
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e´galement les coordonne´es radiales (R, ρ, ζ) (voir la ﬁgure (9) et son commentaire pour
leurs de´ﬁnitions).
La fonction d’onde d’un e´tat de J et M donne´s s’e´crit a` l’aide des e´le´ments de matrice de






DJ∗M,T (ψ, θ, φ)Φ
JM
T . (21)
L’eﬀet de l’ope´rateur parite´ sur ces fonctions est donne´ par :
Π DJ∗M,T (ψ, θ, φ) = (−1)J+TDJ∗M,−T (ψ, θ, φ) (22)
La formule d’addition des moments cine´tiques
|J,M〉 = ∑
m1,m2
〈l1, l2, m1, m2|J,M〉|l1, m1〉 ⊗ |l2, m2〉 (23)
donne la de´composition d’un e´tat |n1, n2, J,M〉 d’e´nergie En1,n2 dans la base de´couple´e :
|n1, n2, J,M〉 =
∑
m1,m2
〈l1, l2, m1, m2|J,M〉|n1, l1, m1〉 ⊗ |n2, l2, m2〉. (24)
C’est en essayant d’e´crire le second membre de l’e´quation (24) sous la forme (21) qu’on
fait apparaˆıtre la factorisation des fonctions radiales des e´tats de moment cine´tique total
J . Pour mener les calculs, plusieurs ingre´dients sont ne´cessaires :
• l’expression des harmoniques sphe´riques en terme des fonctions de Legendre Pml ,
pour m positif :
Y ml (θ1, ϕ1) = (−1)m




On obtient les harmoniques sphe´riques pour m < 0 en utilisant :
Y −ml (θ1, ϕ1) = (−1)mY m∗l (θ1, ϕ1). (26)
• l’expression des coeﬃcients de Clebsch Gordan implique´s dans la formule (24).
• la formule d’addition des fonctions de Legendre [114] :










l (cos θ2) cos(mϕ)
}
= P 0l (cos θ12).
(27)
ou`
cos θ12 = cos θ1 cos θ2 + sin θ1 sin θ2 cosϕ. (28)
Dans le cas des e´tats S (pour J = 0), aucune factorisation n’apparaˆıt. Le cas des e´tats P o
a e´te´ traite´ par Wintgen [43]. Dans les deux paragraphes suivants, je de´taille les calculs
dans le cas des e´tats P e et De.
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B.1 Factorisation des e´tats P e
La proprie´te´ de parite´ des fonctions DJM,T , e´quation (22), montre que les e´tats P
e ne
font intervenir qu’une seule fonction radiale et s’e´crivent sous la forme (les variables des






ψ1Me = sin θ sinΦ ψ
1M
e . (29)
Pour obtenir un e´tat de moment cine´tique J = 1 a` partir du couplage de deux moments
l1 et l2, il faut choisir |l1− l2| ≤ 1. Comme la parite´ du ket |l1, m1〉 est (−1)l1 , on n’obtient
des e´tats pairs P e qu’en couplant des e´tats de meˆme moment cine´tique l1 = l2 ≥ 1. La
formule (24) devient donc, en choisissant de faire les calculs dans le cas M = 0 pour
simpliﬁer les e´critures :
|n1, l1, n2, l1 → 1, 0〉e =
l1∑
m1=−l1
〈l1, l1, m1,−m1|1, 0〉|n1, l1, m1〉 ⊗ |n2, l1,−m1〉. (30)
A partir de la formule de Racah [114], on obtient l’expression des coeﬃcients de Clebsch
Gordan :
〈l1, l1, m1,−m1|1, 0〉 = (−1)l1+m1 2
√
3m1√
2l1(2l1 + 1)(2l1 + 2)
. (31)
Le coeﬃcient s’annule pour m = 0, si bien que la somme (30) de´bute a` l’indice m1 = 1. En
reportant (20), (25), (26) et (31) dans (30), on fait apparaˆıtre une somme qui est l’oppose´
de la de´rive´e par rapport a` ϕ de la formule de somme des fonctions de Legendre (on a
pose´ ϕ = ϕ1 − ϕ2). Comme
∂
∂ϕ
Pl(cos θ12) = − sin θ1 sin θ2 sinϕ P ′l (cos θ12), (32)
il vient :





2l1(2l1 + 1)(2l1 + 2)
P ′l (cos θ12) sin θ1 sin θ2 sin(ϕ1 − ϕ2).
(33)
En calculant le facteur (R×r).uz dans les deux syste`mes de coordonne´es (r1, θ1, ϕ1, r2, θ2, ϕ2)
et (R, θ,Ψ, ρ,Φ, ζ), on montre que :
(R× r).uz = r1r2 sin θ1 sin θ2 sin(ϕ1 − ϕ2) = Rρ sin θ sinΦ. (34)
Cette relation montre que l’expression (33) est compatible avec la forme ge´ne´rale (29)
d’un e´tat de syme´trie P e. Comme l1 ≥ 1, il y a toujours au moins r1r2 en facteur dans
le produit des fonctions radiales hydroge´no¨ıdes qui apparaˆıt dans l’expression (33) : il est
toujours possible de factoriser Rρ dans la fonction radiale. De plus, comme la de´rive´e du
polynoˆme de Legendre Pl1 est de degre´ l1 − 1 et qu’il reste (r1r2)l1−1 en facteur dans le






Rρ Φ1Me (r1, r2, r1.r2) (35)
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On obtient bien la forme annonce´e dans [42]. Dans le cas traite´ ici (atome d’he´lium de
masse inﬁnie, sans re´pulsion e´lectronique), la fonction Φ1Me (r1, r2, r1.r2) est un polynoˆme
en r1, r2 et r1.r2 multiplie´ par une exponentielle de´croissante dans les deux distances r1
et r2. En coordonne´es pe´rime´triques, c’est e´galement le produit d’un polynoˆme en (x, y, z)
par une exponentielle de´croissante en (x, y, z).
B.2 Factorisation des e´tats De
Le cas des e´tats De est notablement plus complique´. En eﬀet, d’apre`s l’e´quation (21),
un e´tat D fait intervenir 5 directions angulaires. Leur proprie´te´s de parite´ montrent qu’on




|1〉e = (D2∗M,−1 −D2∗M,1)/
√
2




La fonction d’onde d’un e´tat De s’e´crit alors :
Ψ2,Me = F0 |0〉e + F1 |1〉e + F2 |2〉e (37)
ou` F0, F1 et F2 sont trois fonctions radiales.
Pour obtenir un e´tat de moment cine´tique J = 2 et de parite´ paire a` partir du couplage
de deux moments l1 et l2, il y a deux possibilite´s : l2 = l1 ou l2 = l1 + 2.
B.2.1 Couplage (l1, l1)
La formule (24) devient ici, en choisissant de faire les calculs dans le cas M = 0 :
|n1, l1, n2, l1 → 2, 0〉e =
l1∑
m1=l1
〈l1, l1, m1,−m1|2, 0〉|n1, l1, m1〉 ⊗ |n2, l1,−m1〉. (38)
A partir de la formule de Racah, on obtient l’expression des coeﬃcients de Clebsch Gor-
dan :
〈l1, l1, m1,−m1|2, 0〉 = (−1)
l1+m12
√
3(3m21 − l1(l1 + 1))√
(2l1 − 1)2l1(2l1 + 1)(2l1 + 2)(2l1 + 3)
. (39)
On reporte alors (20), (25), (26) et (39) dans (38). En regoupant les termes contenant
l1(l1 + 1), on fait apparaˆıtre la formule de somme des fonctions de Legendre. La somme
des termes contenant le facteur m21 est, au signe pre`s, la de´rive´e seconde par rapport a` ϕ



















En utilisant l’e´quation diﬀe´rentielle des polynoˆmes de Legendre sous sa forme :
l1(l1 + 1)Pl1(cos θ12) = 2 cos θ12P
′
l1
(cos θ12)− sin θ212P ′′l1(cos θ12), (42)
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en explicitant la de´rive´e seconde par rapport a` ϕ, et en utilisant l’expression (28) de cos θ12









(cos θ12) + A12
(






ou` A1, A2 et A12 sont les trois fonctions angulaires :
A1 = 3 cos
2 θ1 − 1, A2 = 3 cos2 θ2 − 1, A12 = 3 cos θ1 cos θ2 − cos θ12. (44)
Une analyse de´taille´e de l’expression (43) montre qu’elle peut toujours s’e´crire sous la
forme :
F = r21A1G1(r1, r2, r1.r2) + r
2
2A2G2(r1, r2, r1.r2) + r1r2A12G12(r1, r2, r1.r2). (45)
En eﬀet, pour l1 = 1, le polynoˆme P
′
1 est constant, le polynoˆme P
′′
1 est nul, et le produit
des fonctions radiales hydroge´no¨ıdes contient le terme r1r2. Pour l1 ≥ 2, le produit des






1 sont des polynoˆmes de degre´ l1 − 1
et l1 − 2.
Pour obtenir la forme ge´ne´rale des e´tats De et obtenir la factorisation de leur fonctions
radiales, il suﬃt de de´velopper les trois fonctions angulaires A1, A2 et A12 sur les trois






















En reportant ces relations dans (45), on retrouve la forme ge´ne´rale des e´tats De, et on









(ζ + R/2)2 − ρ2 (ζ − R/2)2 − ρ2 ζ2 − R2/4− ρ2/2√
3ρ (ζ + R/2)
√





















Les fonctions radiales G1, G2 et G3 ont des expressions qui, en coordonne´es pe´rime´triques,
sont le produit d’un polynoˆme par une exponentielle de´croissante.
B.2.2 Couplage (l1, l1 + 2)
Les coeﬃcients de Clebsch Gordan de la formule (24) sont dans ce cas :





(l1 −m1 + 2)(l1 −m1 + 1)(l1 + m1 + 2)(l1 + m1 + 1).(48)
L’e´criture de la fonction d’onde fait apparaˆıtre un formule de somme de fonctions de
Legendre contenant des produits de la forme Pml1 P
m
l1+2
. Il est possible de se ramener a`
des expressions impliquant des produits de fonctions de Legendre de meˆme indice l en
utilisant la formule de re´currence des fonctions de Legendre :
(l −m + 2)Pml+2(u) = (2l + 3)uPml+1(u)− (l + m + 1)Pml (u), (49)
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ainsi que la relation re´curro-diﬀe´rentielle :
(l + 1−m)Pml+1(cos θ1) = (l + 1) cos θ1Pml (cos θ1) + sin θ1
d
dθ1
Pml (cos θ1). (50)














































(2l1 + 1)(2l1 + 3)
4π
(52)
Dans ce cas encore, l’expression (51) montre que la fonction d’onde admet un de´veloppement
de la forme (45). Elle peut donc se factoriser comme dans le cas du couplage (l1, l1) avec
le changement de fonctions (47).
B.3 Conclusion
L’inte´reˆt de la factorisation obtenue ici pour les e´tats P e et De est double. D’une part,
par un calcul fastidieux, on peut ve´riﬁer que les factorisations introduites permettent de
compenser exactement les termes centrifuges des termes cine´tiques du hamiltonien du
proble`me a` trois corps. D’autre part, la factorisation montre que les nouvelles fonctions
radiales ont des expressions simples en coordonne´es pe´rime´triques.
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